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Voorwoord

Deze masterproef kadert in de studie naar een oplossing voor één van de grootste knelpunten in de
hedendaagse wetenschap: het bestaan van donkere materie en donkere energie. Twee zeer uiteenlopende
vormen van energie die zeer frequent in één adem worden genoemd. Toch is de klassieke kijk op beide
soorten zeer verschillend. In deze masterproef wordt een vereenzelviging van de donkere kant van het
universum beschreven en bestudeerd. Is het echt zo vreemd dat donkere materie en donkere energie
steeds maar weer samen vernoemd worden?

Het betreffende samenvoegende model is gebaseerd op de minderheidsovertuiging dat de algemene re-
lativiteitstheorie niet precies genoeg is. Daarom gaat men de veldvergelijkingen van Einstein aanpassen
met een kleine corrigerende term. Dergelijke gemodificeerde zwaartekrachttheorieén proberen meestal
donkere materie te verklaren. Deze masterproef beschrijft gravitatiemodificaties die ook geweten worden
aan donkere energie.
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HOOFDSTUK 1

Donkere materie en donkere energie:
een schets

“Slechts twee dingen zijn oneindig: het universum en de menselijke dwaasheid. Van het
universum ben ik het alleen nog niet zeker.”

toegeschreven aan A. Einstein (1879-1955)

1.1 Een beetje geschiedenis: het expanderende universum

Sinds mensenheugenis kijkt men naar boven en verwondert men zich over het grootse dat daar valt te
aanschouwen. Lang werd gedacht dat het universum rondom ons, het vacuiim waarin galactieén, sterren
en planeten ronddwalen, eeuwig en onveranderlijk is. De laatste honderd jaar zijn deze idee&n echter
spectaculair veranderd.

Toen Albert Einstein [12] in 1917 zijn Algemene Relativiteitstheorie probeerde te verenigen met het in
die tijd heersende beeld van een statisch universum, merkte hij dat er in zijn veldvergelijkingen een term
bij moest komen. Die term, proportioneel met een nieuw ingevoerde kosmologische constante A, moest
de gravitationele aantrekkingskracht die het heelal op zichzelf had, tegenwerken. Het evenwicht dat zo
kon ontstaan, is echter zeer instabiel. Als A ook maar infinitesimaal verschilt van de waarde die Einstein
nodig had, moet het heelal krimpen of expanderen (zie figuur 1.1).

De Rus Alexander Friedman [13] en de Belgische priester George Lemaitre [17] legden respectievelijk
in 1922 en 1927 onafhankelijk van elkaar de theoretische grondslagen voor het beschrijven van een
expanderend universum. Het idee dat het universum zou kunnen uitzetten werd met veel scepticisme
ontvangen. Het concept impliceert immers dat er lang geleden een moment moet zijn geweest waar alle
materie in één enkel punt zat. Dat moment werd later door Fred Hoyle! in een BBC radiolezing in 1949
oneerbiedig een Big Bang genoemd?. Ironisch genoeg bleef de term hangen en nu nog steeds wordt
dat moment van oneindige dichtheid, temperatuur en druk ermee aangeduid. Door de observationele
ontdekking van Edwin Hubble [14] in 1929 dat extra-galactische objecten sneller van ons weg bewegen
naarmate ze verder van ons verwijderd zijn, kreeg het Friedmann-Lemaitre model een grote aanhang.

A.d.h.v. observaties, waarvan een moderne versie is afgebeeld in figuur 1.2, werd vastgesteld dat het
zichtbare universum er in alle richtingen ongeveer hetzelfde uitziet. Deze eigenschap heet het isotroop
zijn van het universum. Als we er vanuit gaan dat wij als aardbewoners geen speciale plaats in het
universum innemen, een idee dat het Copernicaans principe wordt genoemd, dan moet het universum
overal isotroop zijn en dat betekent dat het homogeen is. De metriek die zo’n universum beschrijft heet
de Robertson-Walker-metriek

dr?
1 —kr?

guvdxtdx’ = —c*dt* +a(t)? ( +7* (d6? +sin’ 9d¢2)>

Fred Hoyle was een fervente tegenhanger van de Big Bang theorie. Hij stelde zelf een model voor waarin er geleidelijk
nieuwe materie ontstaat en zo een gelijkblijvend heelal beschrijft.
2In het Nederlands spreekt men van de oerknal.
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Figuur 1.1: Een schets van de geschiedenis van het universum. Met het expanderen van het universum wordt niet
bedoeld dat de materie die in dat universum aanwezig is van elkaar weg beweegt, maar veeleer dat het
vacuiim waaruit het universum bestaat toeneemt. Dit fenomeen valt te vergelijken met twee knikkers
die door een elastiek met elkaar verbonden zijn. Op het elastiek zijn afstanden aangeduid, het is dus
geijkt. Rekt men nu het elastiek uit, dan is niet alleen de afstand tussen de twee knikkers vergroot,
maar ook de geijkte afstanden werden beinvloed. (©) NASA

en werd door Howard Percy Robertson [25] in 1935 en Arthur Geoffrey Walker [30] in 1937 afgeleid
voor een algemeen isotroop en homogeen universum. De functie a(¢) is de schaalfactor en bepaalt de
evolutie van het ruimtelijke deel van het universum. De constante k staat voor het teken van de kromming
van de ruimte en bepaalt of er een vlak heelal (k = 0) wordt beschreven of niet. Het heelal waar wij in
leven is nagenoeg vlak.
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Figuur 1.2: De distributie van galactieén in ons universum. Gezien van op de aarde, die zich in de top van de
afgebeelde kegel bevindt, ziet het heelal er in elke richting hetzelfde uit. De speciale structuur die te
zien is heet het kosmisch web. © 2dFGRS

De grote doorbraak voor de Big Bang theorie kwam er echter maar nadat Arno Penzias en Robert Wilson
[23] in 1965 de kosmische achtergrondstraling, de straling die achtergebleven is na de Big Bang en in het
Engels Cosmic Microwave Background of CMB wordt genoemd, hadden geobserveerd. De kosmische
achtergrondstraling werd immers door de Big Bang theorie voorspeld en kon moeilijk door een ander



model worden verklaard. Ook werd in diezelfde periode ontdekt dat galactieén veranderingen ondergaan
in de tijd en het heelal dus niet eeuwig hetzelfde kon zijn. Onveranderlijke universa zoals die van Einstein
of Hoyle werden dan ook uitgesloten.

1.2 Waarom donkere materie?

Het idee dat er een vreemd soort materie aanwezig is in het universum die we niet kunnen zien omdat
het geen licht uitstraalt, werd voor het eerst gepubliceerd in 1933 door Fritz Zwicky [32] die het “Dun-
kle Materie” of dus donkere materie noemde. Het idee werd niet bepaald met open armen ontvangen
door zijn tijdsgenoten en zijn naam werd door het slijk gehaald. Het was pas rond 1980 dat de weten-
schappelijke wereld genoeg observationeel bewijs had verzameld om het bestaan van donkere materie te
aanvaarden.

Als men bijvoorbeeld, a.d.h.v. Doppler-effecten, de rotatiesnelheden van extra-galactische objecten (zo-
als galactieén en galactieclusters) bestudeert, blijkt dat de buitenste regionen te snel bewegen volgens de
wetten van Newton en de aanwezige zichtbare massa (zie figuur 1.3). Door een grote massa toe te voegen
aan zo’n object, kunnen de hoge snelheden wel verklaard worden. Een klein deel van die toe te voegen
donkere materie bestaat uit het intergalactische gas, de bijna massaloze neutrino’s en de supermassieve
zwarte gaten die het centrum van de meeste grote galactieén bewonen. De aard van het overgrote deel
van de donkere materie (ongeveer 23% van de universum-inhoud) is nog lang niet begrepen, maar er zijn
heel wat theorieén, de één al plausibeler dan de andere.
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Figuur 1.3: De geobserveerde rotatiesnelheden van de Triangulum Galaxy (M33), één van onze dichtste buren,
vergeleken met de door de tweede wet van Newton voorspelde rotatiecurve. De geobserveerde rota-
tiecurve gaat naar een eindige, positieve waarde, terwijl verwacht zou worden dat de snelheden in de
buitenste regionen van de galactie naar nul zouden naderen. (©) Sheffield PPPA Group

Eén van de meest aanneembare theorieén is het bestaan van nog niet geobserveerde soorten deeltjes
die WIMPS (Weakly Interacting Massive Particles) worden genoemd. Dit zouden zware deeltjes zijn
die enkel interageren via de zwakke wisselwerking en de zwaartekracht. Omdat ze dus niets te maken
hebben met elektro-magnetische krachten, kunnen we ze niet zien. Deze soorten deeltjes behoren tot wat
men koude donkere materie noemt, terwijl de massaloze neutrino’s deel uitmaken van de hete donkere
materie, omdat zij heel lang aan relativistische snelheden bewegen.



Een andere visie is er één waarbij de zwaartekrachttheorie€n van Newton en Einstein worden aangepast,
zodat ze kunnen verklaren wat er gebeurt op grote schaal, zonder dat er hypothetische nieuwe soorten
elementaire deeltjes moeten worden toegevoegd. De meest succesvolle theorie die hiervan gebruik maakt
is MOND (Modified Newtonian Dynamics), ontwikkeld door Mordehai Milgrom [20] in 1983. Milgrom
stelt voor dat de tweede wet van Newton niet meer helemaal correct is wanneer de versnellingen heel
klein zijn, wat bijvoorbeeld het geval is in de buitenste regionen van een galactie.

Zowel het postuleren van het bestaan van ongeziene deeltjes, als het aanpassen van succesvolle theorieén
van Newton en Einstein brengen problemen met zich mee. Voor een overzicht van de nog niet over-
wonnen obstakels, zie [16]. Kort geschetst kan gesteld worden dat koude donkere materie op universele
schaal het best de observaties verklaard, terwijl op galactische schaal de aangepaste zwaartekrachttheo-
rie€n behoorlijk succesvol blijken te zijn.

1.3 De nood aan donkere energie

Toen in 1998 door het Supernovae Cosmology Project, geleid door Saul Perlmutter, [24] en de High-
z Supernovae Search, geleid door Brian Schmidt, [28] ontdekt werd dat het heelal niet alleen aan het
expanderen was, maar dat ook nog eens versnellend deed, was er goede reden om de kosmologische
constante van Einstein terug uit de kast te halen. Er moet immers een soort van donkere energie, energie
die we (nog) niet kunnen observeren, bestaan die kan verklaren waarom de expansie van het heelal niet
vertraagt, zoals men had verwacht, maar net versnelt. Die donkere energie kan worden meegerekend in
de veldvergelijkingen van Einstein door er terug een term proportioneel met A aan toe te voegen. Het
deel van de inhoud van het universum dat bestaat uit deze onbekende energie is een verbazingwekkende
73%.

De meest intuitieve kandidaat voor donkere energie is vacuiim energie, dat is de energie die zou inge-
bakken zitten in elke kubieke millimeter van het universeel vacuiim. Sommigen proberen deze energie te
verklaren a.d.h.v. virtuele deeltjes. De op deze manier voorspelde energiewaarden zijn echter een factor
(lOlSeV) " te groot, een wel zeer flagrante fout. Anderen verdiepen zich in de effecten die het bestaan van
extra dimensies zou hebben op het vacuiim, om zo tot een verklaring te komen. Ook het links laten liggen
van het concept vacuiim energie zou een mogelijkheid kunnen zijn. Zo zou een vijfde soort kracht, quin-
tessence genaamd, naar het door Aristoteles bedachte vijfde element waaruit de hemellichamen volgens
hem zouden bestaan, de versnellende expansie van het universum kunnen verklaren. Voor een overzicht
omtrent donkere energie en de huidige alternatieven, zie [9].

Tot slot moet ook rekening gehouden worden met het feit dat het mogelijk is dat de theorieén van Newton
en Einstein op kosmologische schalen niet meer exact zijn. Net zoals theorieén donkere materie probe-
ren te verklaren door bijvoorbeeld aanpassingen aan te brengen in de veldvergelijkingen van Einstein,
wordt op dezelfde manier donkere energie onderzocht. Deze masterproef zal een model beschrijven en
onderzoeken dat zowel donkere materie als donkere energie op deze manier probeert te verklaren.

Observationeel is vastgesteld dat de relatieve energiedichtheden van baryonische materie, donkere mate-
rie en donkere energie respectievelijk

Qpm ~0.04, Qi = 0.2 en Qp ~0.73

bedragen. Dit betekent dat ongeveer 23% van de energie in het heelal afkomstig is van donkere materie en
een ongelofelijke 73% geleverd wordt door donkere energie. Het feit dat het slechts die 4% baryonische
materie is die we goed begrijpen, is één van de grootste hedendaagse mysteries.
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Bespreking “Eddington-Born-Infeld action for
dark matter and dark energy”

“I have no question:

It is enough, I know what fixed the station
Of star and cloud.

And knowing all, I cry...”

uit The Hourglass van W. B. Yeats, 1913

2.1 Inleiding

Het artikel “Eddington-Born-Infeld action for dark matter and dark energy” van M. Bafiados [3] is de
basis waarvan we vertrekken. Het voorstel van het artikel is dat de actie

1 2
1671(;/{ \&w\’”@ ‘guv—lzK(uvﬂ] dx4+/,§fm dx*, 2.1

met |Auv , voor elke Ay, de absolute waarde van de determinant van Ay, A(uv) = %Auv + %Avu de
gesymmetriseerde waarde van Ay, K,y de ‘Ricci’-kromming van een nieuw ingevoerde symmetrische
connectie Cﬁv en .7, de baryonische Lagrangiaan, kan dienst doen als donkere materie en donkere
energie. Het stelt met ander woorden een aanpassing van de algemene relativiteitstheorie voor om o.a.
de rotatiecurves van galactieén te kunnen verklaren.

In dit hoofdstuk willen we de belangrijkste inzichten die door het artikel worden verschaft op een rij
zetten, met waar nodig extra uitleg of kritiek. Zo is het lezen van het bewuste artikel geen voorwaarde
om te begrijpen wat we in verdere hoofdstukken nog beschrijven.

2.2 Afleiding van de bewegingsvergelijkingen

Omdat het afleiden van de bewegingsvergelijkingen zoals die voorgesteld worden in het artikel [3] uit
de actie (2.1) nogal wat meer met zich meebrengt dan men laat uitschijnen, volgt nu een gedetailleerde
bespreking. De vergelijkingen die moeten worden afgeleid zijn de volgende:

1 q m
Guv =1 \/;gwq"ﬁg,;v +87GT, 2.2)

1
Kuv = 72 (guv + aqltv) (2.3)

Hierbij is g,y de uniek bepaalde metriek zodat de nieuw ingevoerde symmetrische connectie Cﬁv de
bij deze metriek horende Levi-Civitaconnectie is en ¢g"" zijn inverse, wat dus niet hetzelfde is als
ghogVh dap- Ook voeren we de verkorte notaties g = ‘ guv‘ en g = |quv‘ in. Ter verduidelijking nog
even deze definitie:



Definitie 2.2.1 Voor een willekeurige metriek g,y is de Levi-Civitaconnectie de uniek bepaalde con-
nectie Fﬁv waarvoor Dpguy = 0 en o v = Feﬂ Hierbij is D) de covariante afgeleide opgebouwd met

Fﬁv Voor deze connectie geldt steeds dat Fuv = 2g (%g(m + %gcv - f?guv)

2.2.1 \Variatie naar g;,.
De term met TIE"J) in (2.2) is atkomstig van de baryonische Lagrangiaan en kan bekomen worden op de
klassieke manier zoals die in de algemene relativiteitstheorie verkregen wordt. De eerste term bekomen
we door het niet-baryonische deel van de actie (2.1) te variéren naar g,y .

1 2 4
Sl=1= ]38 [\/§R+ T |guv —lZKW)}] dx (2.4)
Gebruiken we de formule van Jacobi (zie [15]) om te schrijven dat, voor inverteerbare A,

O |detA| = sgn(detA) ddetA
gn (detA) Tr (det(A)A™'5A)
= sgn (detA) detATr (A~'8A)
= |detA| Tr (A™'84), 2.5)

dan kunnen we het integrandum van (2.4) schrijven als
2 2
O0L=20 \/§R+W ‘guv—ll{(“v)‘
2
= 5\fR+ V8OR+ —5 |lguy — lzK(uv)| (kettingregel)

5=08+/20 (8" Ruv)
1

“1vs

8 |guv — PKuv)|
al?y/|guy — 2Ky

R
= 2\2 g'uvsé’uv + \/§58“VR;W + \/§g“V5va

’g/.tv - ZZK(NV)] (wegens (2.5))

. ——(guv = "Ku)) '8 (v = K
al?\/|guv — PKy)|

= %\/gRg‘“’Sgw +V8RuvOg" + /88" SRy
1 1 ad
+ iV gy =Ky <g_lzK> 8 (guv — PKuv)
= %@Rgﬂvﬁgﬂv + \/§Ruv5g“v + \/§g“v5Ruv
1 1 e
toE |8uv — PKuv)| <g_lzK) dguv

1

1 1
_ g —IZK <> 5guv
ol } v (IW)| ¢— 2K v

(K hangt niet van g af)

(AMVSguv = _Auv‘sguv)



1 2 1 o uv
a2 |8y = PK(uv)|gua ¢—IPK gpv 68"

Met de formule voor het covariant afleiden van 8T u

0
STV, + 8Ty, T — TG, I5, — 8IS,

(5F€#);/1 Y T

kunnen we 6R,y, omvormen tot

— SRP
SRH.V — 5R[.LPV

J p J o P 0
=5 (5ot gt Tl - TS,
) 0
- ﬁ5r€u - ﬁfsrﬁ“ +8T8IS, + 15807, — ST9,T5, — 9,819,
9 5o e < R
= ﬁsrvu + 6F3“ch - SFVGFI();# — wsr‘pu — ar‘gﬂr“/o + SFPGF\%J

+ 606, Iy, — 8TG,I,

P)
— (axparfv’“ +8TS, I, — 8T5,T5, — 5F50F3u>

dx¥
= (8T%),, — (8Tpu)., - (2.6)

d
— <5r5“ + 605, — 86, Iy, — 5rgc,r3u)

Voegen we dit in in het integrandum, dan wordt de tweede term van 6L

\/§8#v5Ruv = \/ggu" {(Sreu);p B (51"5,1);‘,] =Ve (guv5rgﬂ _gMGSFg“);G’

waarbij we gebruik gemaakt hebben van (g"").;, = 0 en enkele dummy-indices hebben hernoemd. Zo

B

wordt de bijdrage van deze term in de variatie van de actie

1
167G

[(@ors, - ors,), v =0

rekening houdend met de stelling van Stokes in vier dimensies en het feit dat de variatie verdwijnt op de
rand op oneindig.

Al deze voorbereidingen nu samenvoegend bekomen we

1 1 1 aﬁ
1= — 2 lguy — 2K |gua (e wv g
0 167'CG/ V8Gpuv a2 ‘guv (uv)‘gua <g—lzK> gﬁv] oghy dx

Zoeken we nu een extremum van deze actie en stellen we dus 81 = 0, dan vertelt het grondlemma van
de variatierekening, samen met de veronderstelling dat de variatie nul wordt op de rand op oneindig, ons
dat

1 1 \*
Gy — — — 2K, —_— =0. 2.7
VBGuy = 3/ |guy = PKiuy) | gua <g_121<> 8pv 2.7
Nemen we als definitie |
Guv == (guv = PKu)) (2.8)

7



dan is

1 .
Vag™ = \/a4 [(8uv — Py | (~ @) (gap ~ PKio)

1 ; 1\
= — — —_ K —
a [(guv = PKiuy)| (g—12K>

en leidt (2.7) inderdaad tot de eerste van het paar bewegingsvergelijkingen, terwijl de definitie (2.8) zelf
nagenoeg de tweede bewegingsvergelijking is. Wat ons rest aan te tonen is dat de definitie (2.8) ook
impliceert dat gy, de metriek is, horend bij de connectie Cﬁv en dat K(,,) = Ky symmetrisch is. In de
volgende paragraaf wordt dit aangetoond.

2.2.2 Variatie naar de nieuw ingevoerde connectie Cﬁv

Nemen we even aan dat Cﬁv inderdaad de Levi-Civitaconnectie is voor gy, dan volgt de symmetrie van
K,y op dezelfde manier als de symmetrie van de Ricci-tensor Ry, volgt uit de symmetrie-eigenschappen

van de Riemanntensor RJ ;..

Het enige wat nu nog moet aangetoond worden is dat de definitie (2.8) inderdaad leidt tot het feit dat
Cﬂv de Levi-Civitaconnectie is voor g,y. Om dit doel te bereiken beginnen we met het variéren van de
actie (2.1) naar die Cﬁv:

1 2 ) \

o= 167tG/6 [\/§R+alz \8uv—12K(uv>I] dx +/6$m dx
1 2 A
:%W/ 8/ |guv — PK(uy)| dx*.

De laatste vergelijking geldt omdat de eerste term en de baryonische Lagrangiaan .Z, niet van Cﬁv
athangen. Door gebruik te maken van (2.5) volgt

1

1 2
I= 7/ 8 |guv *IZK(MV)‘ dx’
167G & 2, f]gue = PR

_ 12 }g#‘/ _ZZK(#V)| 2 -1 2 4
= 167:Gﬁ/ |g,uv —lzK(w)‘ Tr ((guv —1 K(“v)) o (guv —1 K(“v))) dx



4
16”Ga/,/guv—11<#v ( 121<> 8K ) d* 2.9)

Berekenen we eerst de variatie van K,y naar Cﬁv:

1
OK(uv) =

3 (6Kuv +6Kyy)
1
=5 [Dp (8Cy,) = Dy (8Cpy) +Dp (3Civ) — Dy (8C5y)]
1
=5 [2Dp (8CT4) = Dy (8Chu) — Dy (8Cpv) ] (2.10)

waarbij gebruik wordt gemaakt van het analogon van (2.6) en de symmetrie van Cﬁv. DpA,y is hierbij de
covariante afgeleide van een willekeurige tensor A, opgebouwd met de connectie Cﬁv, in tegenstelling
tot (A uv) " die de covariante afgeleide opgebouwd met de Christoffelsymbolen Fﬁv voorstelt.

Invullen van (2.10) in (2.9) leidt tot

167rG2a/\/m( 12K> 2D, (8CYy) = Dy (8Chu) — Dy (3Cpv)] d*.

Om de notatie wat te verlichten kan (2.8) gebruikt worden, zodat

1o
or = _167cG§/\/ZI‘IW 2D, (8CYy) — Dy (8Chy) — Dy (8Cpy)] dac*

11
iy G2(51+SZ+S3)

De laatste vergelijking is zelfverklarend voor de definities van S;, i = 1,2, 3.

De volgende stap is om de factor 5C€u af te zonderen, zodat het grondlemma van de variatierekening
kan gebruikt worden. Voor S| gebeurt dit als volgt:

$1=2 [ Vaq"D, (6Cty) dx’
=2 / (Vag"'8Chy) — Dp\/qq"" 8Chy — \/aDpg"' 8CY, | dx*
=2 / [axp (Vaq"'schy) +Cher/aq 8Cy,, ——f g"' 8Chy — \/qDpg"’ 8CY, | dx*
=2 / {cgp\/aqﬂv — aipﬁq”" - \/aqu“V] 8Cpy dx*
= 2/\/21 [(C,'gp - aipln \/a) q* —quﬂv} 8Chy dx’. (2.11)

Bij de voorlaatste overgang werd gebruik gemaakt van de divergentiestelling en het feit dat de variatie
verdwijnt op de rand.



De term S, kan herschreven worden als
- / Vag" Dy (8C8,) di
- [ | (vaesch) —;ﬂqﬂvacﬁu—ﬂquﬂvsczu] o
= —/ {;fc‘/ (Vaq"'8Chy) +Cy/qq" 8Ch, — —fq“v5cg# VaDyg"¥ 8Ch, | dx
== / va [CXKq“" - aivlnﬁq“v - qu‘”] 8Chy dx*
=— / Nz [(c,'ga - aialn \/21> i Daq“a} 8y 6Ch, dx*, (2.12)
waar we voor de voorlaatste vergelijking opnieuw de divergentiestelling gebruikten, en analoog

_ / Nz [(cga — aia In \/z,) q"“ —Daq"“] 8y 8Ch, dx*. (2.13)

(2.11), (2.12) en (2.13) invullend in 67 = 0 en rekening houdend met het feit dat g, inverteerbaar wordt
verondersteld, wat betekent dat ¢ # 0, worden de bewegingsvergelijkingen

3[(co fymaa)e ot
s
» d
— [<cm 53 In \/21) i Daqvo‘] 8. (2.14)

Om te kunnen bewijzen dat g,y als Levi-Civitaconnectie precies de connectie Cﬁv heeft, moeten we,
wegens de veronderstelde symmetrie van de connectie en volgens definitie 2.2.1, enkel nog aantonen dat
Dpquv = 0. Hiervoor nemen we de contractie van (2.14) met 5\‘,) :

of(enoma)eroe]
~4 (et o SNV ) "~ Dag
[(c Ko~ lnf > Daq“"‘}
3[(0;1 ke alnf) e _p q#“}

wat leidt tot 5
Dog"* = <C1’§(x ox alnf) e

Als we dit resultaat invullen in (2.14), dan krijgen we

DpgtV = (CK aipln \/Zl> q*v. (2.15)
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Aantonen dat het rechterlid van (2.15) nul moet zijn, doen we door die vergelijking te contraheren met

quv:

)
0= Cluvaq“V —quv <CEP — axpln\/zl> g™
J ,uv U Kkv vV UK K J
a p "‘Cpxq +Cpkq —4 Cicp_ﬁln\/a

d
=quv@q“v+c,‘;u+cv —4Ck +4a 5Iny/g
1 P

d
:_quvﬁql.tv 2CK +4\[2qu ox 3. duv

d
— UV (K
q aqul.lv 2 Kp

J «
Zodoende krijgen we uiteindelijk, gebruik makend van D,g"¥ =0,
= Dp (4" axp)
=qxpDpq™* + 4" Dpqyp
=q""Dpgxp
en dat is, na contractie met 5§ qua- precies wat we moesten bewijzen.

Tot slot merken we nog op dat dit alles ook betekent dat we Cﬁv kunnen schrijven als

1 d d d
Cﬁv = Equ (ax‘,CIou + ﬁCIcv - (M’quv> . (2.16)

2.3 De ‘de Sitter’-oplossing

Voor de doeleinden van deze masterproef is het interessantste deel van de kosmologie van de voorgestelde
actie de ‘de Sitter’-oplossing die wordt beschreven in [3]. Deze oplossing zullen we later namelijk kiezen
als beginoplossing bij het verder bestuderen van het model in hoofdstuk 3. Een uitgebreide bespreking
is dan ook leerzaam.

De oplossing die de Nederlandse fysicus Willem de Sitter (1872-1934) voorstelde voor de Einstein-
vergelijkingen met kosmologische constante kan ook hier voor een vlak! en leeg? heelalmodel worden
gebruikt. Voor een ‘de Sitter’-universum geldt dat R,y = Agyy, waar er van vertrokken wordt in de
bespreking in [3]. Veronderstel dus R, = Agyy, dan volgt

R=Rj = Aguvg"" = A} =4A

€n zo

1
Guv = Ruv - iRguv
1
=Aguv — §4Aguv

- _Ag’uv.

10p grote schaal is het observeerbare heelal nagenoeg vlak.

2Met een leeg heelalmodel wordt bedoeld dat er geen straling of baryonische materie in te vinden is: le\'f) =0.
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Door dit gelijk te stellen aan het rechterlid van (2.2) voor Té’ff) = 0 en te vermenigvuldigen met g°* en

g¥*, verschijnt er

1 /q
AgMguvg'™ = lz\/;g"“guaq"‘ﬁ gpve"".

Met de definitie .
q
=——\,/= 2.17
Y=y 2.17)
wordt dat
g7  =vq°". (2.18)

Door vermenigvuldiging van (2.18) met gy en g, wordt aangetoond dat g, voor dit model proportio-
neel is met gy :

qpr = V8pa- (2.19)

Merk op dat y volgens (2.17) afhangt van de gekozen codrdinaten, zodat dit in principe een scalaire
functie is. (2.19) invullen in (2.17) geeft echter

1 |rg ¥

"= A g PN

waaruit blijkt dat ¥ een constante is: ¥ = I?A (of ¥ = 0, wat natuurlijk geen interessante oplossing is).

Verder kan A nu worden uitgedrukt in functie van de constanten & en / uit de actie (2.1). Gebruik makend
van (2.16), (2.18) en (2.19) is direct in te zien dat

1 0 0
P _
Cuv = Eqpo <ax‘,CI6u + ﬁq(ﬂ/ - axoq’”>

R 0 0 0
= E?g yaTCVgGM + Vﬁgav - Yﬁqllv
= FZVv
waaruit
KIJ'V == Ruv
volgt. Samen met (2.3) geeft dit
1
Ryy = lj(ya‘F 1)guv
1
= ﬁ(/\ﬂa +1)guv-

A kan nu gevonden worden met

1
Aguv = (Ao + lj)&tw

wat leidt tot
1 1

= 2.20
1—al? (2.20)

Deze oplossing van de bewegingsvergelijkingen (2.2)-(2.3) kan gebruikt worden wanneer materie ver-
waarloosbaar geworden is. Het blijkt dat ze dan, precies zoals het verwacht wordt, kan gezien worden
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als een oplossing van de Einstein-vergelijkingen met de kosmologische constante (2.20):

1 1
Guy = 7 y;gguaygaﬁgﬁv —|—87EGT’LET)

1
= _ﬁyguv +0
= _Ag,uV

2.4 Kosmologie van de actie

2.4.1 De kosmologische vergelijkingen

Het intrigerende aan het Eddington-Born-Infeld (EBI) model is dat het veld Cﬁv zich in het vroege
universum gedraagt als donkere materie, terwijl het zich na lange tijd begint te gedragen als donkere
energie. Het model kan zo, voor vlakke ruimtes, de evolutie van de schaalfactor a(t) verklaren zonder
donkere materie of donkere energie te moeten toevoegen. Om dit gedrag te ontdekken, zullen we net als
in [3] enkele generieke assumpties maken.

Naast het vlak zijn van het universum, veronderstellen we dat het heelal isotroop en homogeen is. We
zullen ook in eenheden werken waarvoor de lichtsnelheid ¢ = 1 en de schaalfactor vandaag a(fp) = 1.
Dat maakt de formules net iets eenvoudiger. Met deze veronderstellingen en door gebruik te maken van

de ijkvrijheid om gop = —1 te kunnen stellen, krijgen de metrieken g,y en g,y de eenvoudige vorm
guvdx*dx’ = —dt* +a(t)? (dx* + dy* +dz?) (2.21)
quvdxtdx’ = =X (t)2dt* + Y (1)* (dx* +dy* +d?), (2.22)

waarbij a(t), X(¢) en Y (¢) de te vinden functies zijn. gy is simpelweg de Robertson-Walker-metriek
voor een vlakke ruimte.

Met (2.21) en (2.22) kunnen de vergelijkingen (2.2) en (2.3) omgevormd worden tot
a? 1 Y31 p

¢ _ I 2.23
a? 312H§ X @ P (2.23)

1 Y? 1 < 1 3 a2>

— = =t at+ == ], (2.24)

X2y? 3PPH;\ 2X? 2Y?

[TRARL]

waarbij de tijdscodrdinaat werd geherdefinieerd als t = Hyt, afleiding naar Hoyt voorstelt, p de bary-

2
onische energiedichtheid is en Py = % staat voor de kritische energiedichtheid. De berekeningen die
hiervoor nodig zijn, zijn terug te vinden in de Appendix (document A.2), waar de betreffende Maplem™
in- en output is afgebeeld.

De vergelijking (2.23) is de Friedmanvergelijking voor de schaalfactor. De eerste term in het rechterlid
stelt het effect voor die het EBI-veld Cﬁv heeft op de groei van het universum. Om dit nog duidelijker te
maken, worden de energiedichtheid en de druk voor het EBI-veld gedefiniéerd als

1 Y1
_ L 2.25
Pt = 3G X & (2.25)
1 XY
= 2.26
Pest = T 82GIE a (2.26)
Zo wordt de Friedmanvergelijking simpelweg
(LZ _ Pesi + P
a? Pkrit
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Vergelijking (2.24) geeft de toestandsvergelijking voor pgg; en pgg wanneer X en Y in functie van pgg en
pes Worden geschreven. De expliciete vorm van deze differentiaalvergelijking is niet erg verlichtend en
is terug te vinden in document A.2.

Nemen we de covariante afgeleide naar x* van de contravariante versie van vergelijking (2.2), dan vinden
we, wegens de Bianchi identiteiten

uvy
(6")y =0
en het behoud van baryonische energie
uvy o
(T(m)) n =0
of anders geschreven
d da’®

PR 3—_7
dt(pa)_ P

met p de baryonische druk, nog een interessante vergelijking:

d (Y3 da
= (=) =3xva—. 2.27
dt(X) “r (2:27)

Deze vergelijking is te schrijven als

da’

d
ar (PEBIG3) = _pEBIW

en stelt dus het behoud van niet-baryonische energie voor.

2.4.2 Het gedrag van de schaalfactor

De schaalfactor in een vlak, materiegedomineerd heelal varieert in de tijd volgens

a(t) ~ 123,
(Voor een gedetailleerde afleiding, zie bijvoorbeeld [8].) Niet zo lang na de Big Bang was ons universum
zo’n door (donkere) materie gedomineerd universum. Als de evolutie van het universum wordt bepaald
door een kosmologische constante, zoals nu het geval is in ons universum, dan gedraagt de schaalfactor
zich als een exponentiéle functie:

a(t) ~ eV,
Om aan te tonen dat het model (2.23)-(2.27) het juiste gedrag kan reproduceren, wordt een theoretische
schets gegeven en een numerieke analyse uitgevoerd.

Wanneer de schaalfactor zeer groot wordt, zal de invloed van de baryonische massadichtheid (p ~ a~3)
verwaarloosbaar klein worden? t.o.v. het effect van de donkere materie en donkere energie. In (2.23) kan

de term - in dit regime weggelaten worden, zodat

Prrit

a(t) = qape V3(1-a)iHy
1
V-«

ap -t
Y(t) = e 3(1-a)lHy
0="/—a

3De massadichtheid wordt steeds kleiner met een factor > naarmate het universum uitzet en de schaalfactor groeit, omdat
het volume waarin de niet toegenomen massa zich bevindt precies met die factor is vergroot.

X(t) =
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een exacte oplossing wordt. a(t) is inderdaad een exponentiéle en als er een restrictie op @ en / wordt
gelegd, dan is dit gewoon de ‘de Sitter’-oplossing, zoals die beschreven wordt in paragraaf 2.3. Hiervoor

moet de vergelijking
1

————=Q 2.28
3(1—o)2H2 N (228)
voldaan zijn, dan heeft a(¢) immers de juiste exponent. Anders geschreven, wordt dit inderdaad

1 A
3(1—a)H;  3H;

of

1

(o~

Dit alles toont aan dat de schaalfactor in het EBI-model voor late tijdstippen (grote schaalfactor) veran-
derd zoals ze onder invloed van pure donkere energie zou doen.

Om een idee te krijgen van waarom het EBI-veld ook zou kunnen dienen als donkere materie, stelt het
artikel [3]

a(t) = agt*? (1 +0 <t4/3>>

voor als een reeksoplossing van het stelsel (2.23)-(2.27), voor vroege tijdstippen. Op die manier heeft de
eerste term in (2.23) het a—3-gedrag dat verwacht wordt van een donkere materie component.

Numeriek oplossen van (2.23)-(2.27) levert een evolutie van de schaalfactor die voor 0 < ¢ < 1 niet
te onderscheiden is van die voorspeld door het Friedman-model (zie figuur 2.1). Hiervoor moet de
parameter o wel dicht bij 1 liggen. Dit betekent dat het EBI-veld zich voor vroege tijdstippen inderdaad
als donkere materie en op late tijdstippen als donkere energie kan gedragen.

Born-Infeld Gravity vs Friedman

0.6
0.47

0.27

0 0.2 0.4 06 0.8 1 12 1.4
t

Friedman
EBI Gravity

Figuur 2.1: De evolutie van de schaalfactor voor het Friedman- en het EBI-model voor a = 0.99. (©) M. Bafados

Ter uitbreiding kunnen we ons de vraag stellen of het ook mogelijk is dat het EBI-veld straling beschrijft.
[3] heeft daar een negatief antwoord op. Schrijven we, lettend op de definities (2.25) en (2.26) van pgg,
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€N Pgpr,

ax\?
PeB1 — — 7 PEg1

= Weg1PEsI,

dan blijkt dat de druk steeds kleiner of gelijk aan nul zal zijn. wgg = % is dus geen mogelijkheid. Dit
neemt niet weg dat het EBI-model een stralingsgedomineerd heelal kan beschrijven. Daarvoor moet
p ~ a~* en de tweede term in de Friedmanvergelijking (2.23) dominant zijn. Met de reeksoplossing

a(t) = aot!/? (1 Lo (t1/2)>
X(t)=xt! <1+0(t1/2>)
Y(t) = xt'/? (1 vy (tl/z))

van (2.23)-(2.27) zien we dat de schaalfactor ook het gedrag a(z) ~ t'/2 van een stralingsgedomineerd
heelal kan vertonen.

2.5 Perturbatieve beschrijving van donkere materie halo’s

In [3] beweert men dat het voorgestelde model in staat is om realistische rotatiecurves te gegenereren,

als men aanneemt dat de zichtbare materie verwaarloosbaar is: Tu("'f) = 0. Om dit te bewerkstelligen gaat
men de vergelijkingen

1
Guy = _ﬂ\/zguaqaﬁgﬁv (2.29)
1
Kyy = 7 (8uv + aquy) (2.30)

perturbatief oplossen. Dit is mogelijk doordat llz klein is, vergeleken met een galactische schaal. / heeft
namelijk een kosmologische schaal.

2.5.1 De nulde en eerste orde bewegingsvergelijkingen

We ontwikkelen de metrieken g,y en gy, de Einstein tensor G,y en de kromming van de g-ruimte K,y
in machtreeksen van l%:

1 1
guv = g+ ﬁgﬂv) + <12> g+ 2.31)
o, 1 m, (1) e
o, 1L.m (1Y o
Guv - Guv + ﬁGuv + ﬁ Guv + e (2.33)
o, .o, (1) e
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Taylorontwikkeling rond g&ov) en (2.5) leren dat

1 1
g = |det [gﬁ? + 8y +0 <l4)]

0 I
= detg,&v 7 8uv
l 3g

=

feof3)

0 1
= detgilv +12g§¢3

=

det gL\z

= |det gLOa

uv

= |det gLOV

=

1
o)
(1‘*12qhgqv”()*_c)<l4>)

en analoog

q ‘detqw

Hiermee kunnen we schrijven

1/2
q ’detq&o\z <1+ll2qﬂ3qvﬂ(0)+0(li4))
g 1/2

() 11 1 11
_ /4 (1) vu(0

(0) 11 11
_ 1 Lo vu) L () vu(o)
TR (1 e s 0

Na invullen van (2.31)-(2.34) en (2.35) in (2.29)-(2.30), vinden we

o
K0
0
q
Gyy = — gﬂgﬁ?&q“ﬁ ) g
Kjiy = gjiv + g1y,

waarbij we termen van gelijke macht aan elkaar gelijkstellen en tot op eerste orde in -

de vergelijkingen die worden opgelost door [3].

2.5.2 Een nulde orde, sferisch symmetrische oplossing

= detgﬁ)g <1+12guvg )5“5"+0<l4>)

d
Tr [ o®B0) g
( T

0 (0) 1
1 12 ‘uvg )ag(O)gBa+0 174

(2.35)

(2.36)
(2.37)

(2.38)

(2.39)

I werken. Dit zijn

Om het rekenwerk te vereenvoudigen wordt sferische symmetrie verondersteld. Het doel is immers don-
kere materie halo’s te beschrijven en die zijn sferisch symmetrisch. De statisch, sferisch symmetrische
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oplossing voor (2.36) is de Schwarzschild metriek, die voor een ruimte zonder baryonische materie ge-
woon de vlakke metriek is:
grdxtdx’ = —2di* +dr* + rPdQ>. (2.40)

Ook (2.37) heeft een Schwarzschild oplossing, maar omdat de t- en r- coordinaat zijn vastgelegd door
gﬁ)v), kunnen we niet veronderstellen dat zij op dezelfde elegante manier in deze Schwarzschild metriek

zullen verschijnen. Daarom verschijnen B en k(r) in de formule. In [3] wordt

~1

q&o\zdx“dxv = —B%? (1 _ > dr* + (1 _ > K (r)?dr* +k(r)?dQ? (2.41)
k(r) k(r)

voorgesteld. Hierbij kunnen we ons de vraag stellen waarom er niet, net zoals voor gﬁf’&, gezien de

afwezigheid van een bron in het rechterlid van (2.37), voor gekozen werd om in een Minkowski-ruimte

te werken. (Ook dan zou weliswaar de toevoeging van 8 en k() nodig zijn.) Niettemin gaan we verder

zoals in het artikel en gebruiken we (2.41) als nulde orde oplossing voor gy .

In document A.3 wordt aangetoond dat voor deze metriek inderdaad K| /.(LOV) = 0 geldt, behalve voor k(r) =
0, waar er een singulariteit optreed. Omdat men deze singulariteit niet wenst te bestuderen, wordt veron-
dersteld dat k > wy, wat betekent dat enkel het gebied in de g, -ruimte buiten de “Schwarzschildstraal”

wordt bekeken. Om alles een eenvoudigere vorm te geven definiéert men nog k(r) als
k

k(r)=—.

(=1

Hiermee ligt de “Schwarzschildstraal” (en dus ook de horizon van de singulariteit) op k = 1.

2.5.3 De eerste orde oplossing en het NFW-profiel

Met de keuzes (2.40) en (2.41) kan de eerste orde oplossing worden geconstrueerd. Enkel de eerste orde

correctie op gﬁ)‘z wordt hier berekend. (2.40) en (2.41) moeten dus ingevuld worden in (2.38), waarna de

verkregen vergelijking moet opgelost worden naar gﬁg.

Een algemene perturbatie van de vlakke metriek die ook nog eens sferisch symmetrisch is, kan worden
geschreven als

2 2
ds* = —c? (1 + 2<I>(r)> dr* + (1 — 2‘P(r)> dr’ + r?dQ?,
c c

waarbij de functies @ en ¥ enkel van r athangen. Met een definitie voor m(r),

wordt dit teruggebracht naar de vertrouwd aandoende vorm

2 2 -
ds? = — ¢ <1 + 2@@)) i+ (1 - mz(r)> dr? +r7dQ2.
C cr

Door te schrijven



moet, wegens het feit dat gﬁ)\z de vlakke metriek is, gelden dat

(o # B),

met dQ2 = d6? +sin” 6 d¢2. Het vinden van de eerste orde correcte gﬂg komt er dus op neer om de &)

en m'!) te vinden die een oplossing van de eerste orde veldvergelijkingen (2.38) vormen.

Definigert men de functie u(!) (r) a.d.h.v.

=)+ , (242)

dan worden de veldvergelijkingen omgevormd tot het stelsel

(1 1 2 3
dm 1— 2 fiwio]g%:o
dr k 21 B dr
1 dk
A Bwol [ 1—— ) +2uV|=[=0 (2.43)
k dr
duV dk
P +c”|Bwol|r - =0.

De afleiding hiervan kan teruggevonden worden in document A.4. In het artikel wordt geen aandacht be-
steed aan de absolute-waarde tekens en direct aangenomen dat % > 0 en dat B en wy positieve constanten
zijn. Dit levert problemen op die in paragraaf 2.5.7 zullen besproken worden. Om de bespreking van het

artikel niet te hinderen, gaan we toch verder met de vergelijkingen zonder absolute-waarde tekens.

Dit stelsel is niet analytisch oplosbaar in functie van r. Voor kleine waarden van r kan er wel een
machtsontwikkeling gebruikt worden (zie document A.5) en er volgt

1 BcPwoko (ko — 1)

1 2
k(r) =ko 3 u0(0) r+0(r°)
1 wo*ctko?
W) = mM(o) - 2200 2
m' (r) =m""(0) 4 u00) r+0(r°)

<
=
—~
~
~—
Il

utV(0) +0(r),

waarbij ko de waarde van k is waarvoor r = 0.

Merk op dat voor de rotatiesnelheid v.i;c () van een niet-relativistisch object op een cirkelbaan met straal

r geldt
| d®(r) 1 m(r)
Vcirc(r) =\/r dr = \/12 (u(l)(r) + p > (2.44)
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Op de klassieke manier kan namelijk aangetoond worden dat in de zwakke veldlimiet ®(r) precies de
Newtoniaanse zwaartekrachtpotentiaal is.

Zo wordt
lin% Veire(r) =0 (2.45)
r—

een natuurlijke voorwaarde bij het beschrijven van een galactie of donkere materie halo. Opdat aan deze
voorwaarde zou voldaan zijn, moet gelden dat

m1(0)=0 (2.46)

en .
uM(0) + lim am(r) -0,
r—0 %r

waarbij de regel van de I’ Hopital werd gebruikt, of nog

dm") woZko?c?
MWo) = — _ 0% c 247
u'’(0) o (0) , (2.47)
Alles samen geeft dit
_ . Blko—1) 2
k(r) =ko woko r+0(r°)
27,22
m(r) = 2020 ’;0 “r+0(?)
27,22
WV (r) = % +0(?)

als oplossing voor een donkere materie halo.

In het artikel [3] wordt tot slot opgemerkt dat de massaverdeling p(r) in dit model net als het Navarro-
Frenk-White profiel* een lineaire divergentie heeft. De Poissonvergelijking geeft immers (zie docu-
ment A.5)

1d d 2(ko — 1)woc?
47Gp(r) = AD(r) = <r2drCI>(r)> - (Olz)rwocﬁ +o(1). (2.48)

2.5.4 Een eenvoudigere oplossing

Stelsel (2.43) zonder absolute waardes en zijn oplossingen kunnen vereenvoudigd worden door gebruik
te maken van de kettingregel voor afleiden en van

dkdr _
drdk

Dit laatste is geldig omdat k(r) een coordinatentransformatie is. Er komt
(dr (dkdm™) (@ 1\ wo Hdk\ _
dk \ dr dk k 2B " dr ]

dr 2 2 1 ndk
hutdl Rl1—=) 42,022 ) =
dk(ﬁcwo < k>+ o

(1)
(G s perty) =

dk \ dr dk dr

4Het NFW-profiel geeft de massaverdeling voor een donkere materie halo: pxpw (1) = 4 =24+ 0(1).

r r 2
w()
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of

1 wo c?
Ck
Bcwok? <1 — ]1{> = 4ou = (2.49)
du®
dk =0.

Met een rekenpakket zoals Maple™ is de oplossing van (2.49) snel gevonden (zie document A.6) en er
volgt

3.2
My Wo'e” (15 1, 1
m (k) 28 <3k + 5K+ In (k= 1) o (2.50)

r(k) = Ao (— <k—;> In <1—]16>—1> +By <k—;> (2.51)
ulV (k) = %ﬁczwo {Ao <k2 <1 — ;{) In <1 —~ ;{) +k— ;) — By (kz—k)] : (2.52)

Omdat k de radi€le codrdinaat is in de g,y-ruimte, wordt enkel het domein k > 0 bekeken. Aangezien
voor 0 < k < 1 o.a. r(k) (de radi€le coordinaat in de g y-ruimte) imaginair is, wordt ook dat deel van het
domein niet beschouwd. De ruimte wordt dus enkel bekeken buiten de horizon in de g, y-ruimte.

Om de functie r(k) van dichterbij te bestuderen, wordt er eerst opgemerkt dat voor een codrdinatentrans-
formatie steeds moet gelden dat © 7 0, wat niet het geval is als Ag en By hetzelfde teken hebben. De
afgeleide is immers

dr 1 k—% B
ﬁ —A() <—ln (l—k) - k(k— 1)> +B() —Aof(k)+Bo

en de functie f(k) kan voor k €]1, 0o alle waarden in | —co, 0] aannemen (zie figuur 2.2), zo ook de waarde
—R <0,
Voor het geval dat Ag < 0 en By > 0 (wat in het artikel [3] de “Linear Branch” wordt genoemd) ziet u op
figuur 2.3a (of algemener op figuur 2.3c) dat r(k) = 0 voor een bepaalde waarde ky > 1. Omdat in dit
geval voor grote k geldt dat
m(k)" oK)
(k) o)

0(k*)

en zo kwadratisch divergeert voor grote k en dus ook voor grote r (zie figuur 2.3a), wat niet fysisch is?,
wordt deze “Linear Branch” buiten beschouwing gelaten.

De laatst overgebleven mogelijkheid Ag > 0 en By < 0 is meteen ook de interessantste. Op figuur 2.3b
(of figuur 2.3d) is duidelijk te zien dat voor deze “Logarithmic Branch” (zoals dit geval in [3] wordt
genoemd) r(k) divergeert als k = 1 en wederom r(k) = 0 voor een zekere kg > 1. Omdat r < O niet
fysisch is, wordt het domein dat wordt onderzocht verder verkleind tot

1 <k<ko.

(k)M

5 Als het ruimte-tijd continuiim voor grote r moet luisteren naar de Minkowski-metriek, mag mr( ) niet divergeren, maar

moet ze net nul worden voor grote r.

21



Figuur 2.2: f(k) voor k €]1, 0]

2.5.5 Rotatiecurves van donkere materie halo’s

Voor de “Logarithmic Branch” kunnen, analoog aan (2.45) en (2.46)-(2.47), hg en Ag, met de voorwaarde

lim vgire (k) =0,

k—kq

in functie van ko, wo en B worden geschreven. Met r(ko) = 0 is ook By op die manier te schrijven en er
verschijnt (zie document A.7)

1 1
ho = §k03 + 5k02+k0+1n(k0 —1) (2.53)
2woko? (2ko — 1
Ao = M (2.54)
B
2woko? 1
By = 20X ((2k0— 1)In (1 —> +2> . (2.55)
B ko

Nu kan aangetoond worden dat in dit geval de rotatiecurve voor een bepaalde kyp-waarde naar een eindige

waarde nadert: . 5 . )
Aky® — 4k ko —1
V2 = lim i (k) = 0 0"+ 02 W%CZ,
k—1 2(2k0 — l)k() l

(2.56)

wat niet divergeert, zolang ko # % en ko # 0, wat het geval is omdat ko > 1.

Ook grafisch is het duidelijk dat de rotatiecurve voor een welbepaalde waarde voor kg naar een eindige

waarde nadert. Met het invoeren van een nieuwe parameter ry (met de dimensies van een lengte) i.p.v.
de parameter f3,

! Voo

=—— (2.57)

- 9
ro ¢
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(b) “Logarithmic Branch™: Ag > 0, By <0

(a) “Linear Branch™: Ag <0, By >0

(d) “Logarithmic Branch” met Ay > 0 als variabele.

(¢) “Linear Branch” met Ag < 0 als variabele.

r(k) voor sgnAg # sgnBy. Merk op dat het geval Ay = 0 ontaardt in een rechte.

Figuur 2.3
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verkrijgt men

D=

r(k) :AOfa(ka kO) cn Vc1rc % (”

W)

(éBCZWvofd (k,ko) + Z fe (k,ko)>

= 252 fi (k, ko)

1
Iveo \3 2
= e plelkoko) — (Bt f k) + Lo fg<k,ko>>
B
1
= B £ (k, ko) = 4 (etvalie filhoko) + L0 flk))
= I"()fc(k,k()) = v°°fj (k,k()),

met fy(k,ko), x € [a,...,]|, welbepaalde functies van k en ko. ((2.50)-(2.52) werden hiervoor gebruikt.)
Met deze parametervoorstelling van de rotatiecurves kunnen nu makkelijk grafieken zoals in figuur 2.4
worden gemaakt, waarop duidelijk te zien is dat ze naar v.. naderen. Hierbij legt ry een lengteschaal vast
en ko beinvloedt de snelheid waarmee de rotatiecurve naar v., gaat. In hoeverre deze twee parameters
daadwerkelijk een fysische betekenis hebben, wordt niet besproken in [3]. Een gedetailleerde studie
hieromtrent zal volgens Bafiados [3] te vinden zijn in het nog niet gepubliceerde artikel [6].

kD=15

O 5 10 15 2 25 3 3
riklfr 0

Figuur 2.4: Rotatiecurves voor v, = 100 km/s en kg = 1,5 en kg = 5.

2.5.6 Het asymptotische regime?

Wat werd besproken in het artikel [3] is enkel een eerste orde benadering. Om daadwerkelijk iets te
kunnen vertellen over het regime waarin r — oo, moet naar hogere orde correcties gekeken worden. Om
dit aan te tonen zullen we de inzichten uit [18] hier kort samenvatten.

We werken weer met de “Logarithmic Branch”. Om het geheel wat begrijpbaarder te maken, willen we
alles in functie van r schrijven i.p.v. in functie van k. In het asymptotische regime is dit mogelijk door
een benadering te gebruiken. Uit (2.51) blijkt dat (k) — oo als k — 1. Door nu overal k = 1 in te vullen,
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behalve in de divergerende In-termen, kan (2.51) geinverteerd worden tot

k(r) = - (2.58)

By 2

1—e 2Fag 3"

Deze uitdrukking geldt natuurlijk enkel in het asymptotische regime.

Door ook in (2.50) en (2.52) k gelijk aan 1 te stellen, behalve in de divergerende In-termen waar (2.58)
ingevuld wordt, kunnen m™ en u(V) in functie van r geschreven worden:

3.2
Wy oW 1, Bo 2 )
m' (r) 2B [ G ho—i—AO Aor (2.59)
1 _oyBo_ 2 B 2 1
1) i 2 2453, A" [ _ 2o 4 -
u'(r) 2/3woc A [e 0 Ao ( 2+AO a r> + 2] . (2.60)

Voor r — oo dragen de exponentiéle termen in u(") (r) zeer weinig bij, daarom worden deze verwaarloosd.
Dit laat toe om te schrijven

do) 1) (1)
(r) = u(r) n m2
dr r r
1/1 ) wo>c? 2 1wode? [ 1 By
=—| - Aop — — — —— —hy+—].
r<4ﬁW°C T8 A ) TR 2B e g,
Vullen we hier (2.54) in, dan vinden we, gebruik makend van (2.56),
Ao 1 1
- (r) = ;vilz +0 <r2> . (2.61)

Het feit dat de rotatiecurves plat zijn en niet dalen volgens het Newtoniaanse

[ dP 1
Vcirc(r): rﬁ(”)w\ﬁa

is te wijten aan het feit dat de eerste term in (2.61) dominant is voor grote r. Voor zeer grote r kan de
0 (riz) -term, die de Schwarzschild-massa representeert, helemaal verwaarloosd worden. Zo krijgen we

o(r) = vilzln%, (2.62)

met rg een integratieconstante.

De op deze manier bekomen oplossing is slechts geldig zolang de perturbatieve oplossingmethode mag
gebruikt worden. Dat betekent dat de eerste orde correcties veel kleiner moeten zijn dan de nulde orde
oplossingen. Concreet voor goo bijvoorbeeld moet gelden

oW (r)

1> |

(2.63)

of m.a.w.

2
r<ry =rpe.

g%

Hiermee is duidelijk dat de benaderde oplossing die we bekomen hebben enkel geldig is tot op een
eindige afstand van de bron. Op afstanden groter dan r, zou het kunnen dat de rotatiesnelheden zich
helemaal anders gedragen.
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Ook de correctie voor g, levert restricties op. Hiervoor moet gelden dat

2m(1)(r)
22y

9

wat met (2.59) en verwaarlozing van de O (%) -termen voor grote r neer komt op

2W03 W()2

= < 1.
BIPAy ko> (2ko—1)

Hieraan moeten de vrije parameters (ko,wo) voldoen opdat de perturbatieve oplossing zou gelden.

2.5.7 Het effect van absolute waarde tekens

Zoals reeds gemeld werd, wordt in het artikel [3] geen aandacht besteed aan het verschijnen van absolute
waarde tekens in het stelsel (2.43). Laten we even een kijkje nemen naar het effect van deze absolute
waarde tekens op de oplossingen van de veldvergelijkingen. Hiervoor zetten we het stelsel weer om naar
een stelsel in functie van k i.p.v. in functie van r:

3

dm) 1 2 [wo dr
1—— ) —— || K — =0
dk ( k) 2| B | 8" (dk)
1\ |dr
2 2 o W 1 —
1— 2ul) = 2.64
1wl (1- 1 ) [ G| + 2 =0 (.64
duV dr
Ik +c |Bwo|rsgn<dk> =0

De oplossing van dit stelsel (voor de berekening zie document A.4) is

2 3
My — € dr\ |wo”
o= ()
1 dr

1
M(l)(k) = —502 ‘BWO‘kZ <1 — k> ﬁ

r(k) = Ao (- (k-é) In (1-}()—1) +By (k—;). (2.67)

Het fundamentele verschil met (2.50)-(2.52) is dat het teken van de afgeleide van r(k) een invloed heeft
op m (k).
Net als eerder moet k£ > 1 zijn, om een fysische oplossing te kunnen hebben. Ook Ag en By moeten weer

een verschillend teken hebben, omdat er anders steeds een zekere waarde voor k bestaat die % nul maakt.
Dat is niet toegelaten, want r(k) is nog altijd een codrdinatentransformatie.

3 2

1 1
(k3+k2+k+1n(k— 1)—ho> (2.65)

(2.66)

Zoals in sectie 2.5.4 levert de “Linear Branch” (Ag < 0 en By > 0) uit figuur 2.3a geen fysisch gewenste

. no. : . oy
oplossing op, want # divergeert voor grote r. Niet erg, het is toch de “Logarithmic Branch” (49 > 0

en By < 0) uit figuur 2.3b waar we in geinteresseerd zijn. Opgelet, hier is r(k) een dalende functie, wat
betekent dat de uitdrukking voor m(!) (k) op een minteken zal verschillen van (2.50).

Met de definitie (2.44) voor de rotatiesnelheid, vinden we

wo

B

B c? 4wy? — B?Ag?
42 Ao

Vfo = IPLI} Veire (k)2
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Dit lijkt op het eerste zicht heel interessant, want het is een eindige asymptotische rotatiesnelheid waar we

naar op zoek zijn. Dit is echter slechts positief als 4wo> > B2A(2, want Ay is positief voor de “Logarithmic
Branch”.

Met de definitie van k),

r(ko) =0,
en de randvoorwaarden
(1 m\) (k)
lim — li D(ky) =0
Pl 7 @kirgo r(k) 7 00 m (ko)
en i
i . — (1) — (1) ; dk_ _
kh_)rilovmc(k) 0 m'(kg)=0enu (k0)+,3520 % 0
kunnen we Ag, Bg en hg herschrijven als
Ag 1
By = 2ko—1)In(1——)+2 2.68
o= (=D (1- 1) +2) .69
1 1
ho = §k03 + 51«02 +ko+1n(kg—1) (2.69)
2woko? (2ko — 1
Ay = :I:M. (2.70)

B

Het is duidelijk dat By steeds het tegenovergestelde teken heeft van Ay, want voor kg > 1 is de uitdrukking
in ko in (2.68) steeds negatief. Doordat Ay > 0 moet zijn, moet sgn(wp) = F1. Dit heeft verregaande
consequenties voor v2

oo*

4ko® — 4ko® 4 ko* — 1 wo |wo| ¢

2
ve ==+
2 (2ko — 1) ko? 12
_ 4k()6 — 4k()5 + ko4 —1 :FW()2C2
2 (2ko — 1) ko? 12

 4ko® — 4k + ko* — 1 wo?c?
2 (2kg — 1) ko? 12

en dat is steeds negatief, wegens ko > 1. De voorwaarde 4wg? > B2A(? is dus nooit voldaan.

Net als in de voorgaande sectie kunnen we nu het gedrag van de potentiaal ®!) voor r — oo bestuderen.
Volledig analoog als voorheen bekomen we

aol) 1/1 5 wo? | 2 1
=—|= Ao— || — | +O( =
ar " r<4’ﬁwo|c " ‘B Ao>+ <r2>
1 1
= *Vzolz +O <2> .
r r

Wegens het negatief zijn van v2, betekent dit dat @ (voor grote r) een afstotende potentiaal is. Met
deze potentiaal kan geen donkere materie beschreven worden.

De vraag of er iiberhaupt een statische, sferisch symmetrische en fysische oplossing zonder massabron
bestaat voor (2.2)-(2.3) die donkere materie kan beschrijven, moeten we dus negatief beantwoorden. In
het volgende hoofdstuk nemen we daarom een kijkje naar de mogelijkheden wanneer er wel baryoni-
sche massa aanwezig is in het centrum. Bestaan er dan statische, sferisch symmetrische en fysische
oplossingen en indien ja, kunnen ze asymptotisch eindige rotatiecurves genereren?
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HOOFDSTUK 3

Perturbatieve oplossing voor 7, ;ET) £0

“To confine our attention to terrestrial matters would be to limit the human spirit.”

S. Hawking

3.1 Opzet

3.1.1 Storing door een kleine baryonische massa

Na de perturbatieve oplossingen van de bewegingsvergelijkingen (2.2)-(2.3) te hebben bekeken voor een
vlak en leeg heelalmodel, willen we in dit hoofdstuk nagaan wat het effect is van een kleine, sferisch
symmetrische massa in het in sectie 2.3 voorgestelde ‘de Sitter’-heelal. We hebben het dus enkel over
late tijdstippen, waarop het universum reeds gedomineerd wordt door donkere energie. Hiervoor gaan
we wederom perturbatief te werk.

Net als bij de Newtoniaanse benadering van de algemene relativiteitstheorie zullen we op zoek gaan naar
een reeksoplossing in Gp(r). Daarom schrijven we de massadichtheid van die sferisch symmetrische
massa als

p(r)=ep (1),
met € een kleine perturbatieve grootheid. Op deze manier kunnen we de metriek van een ‘de Sitter’-
heelal,

A AL\
guvdxtdx¥ = — (1 — 3r2) dr* + <1 — 3r2> dr* +r*dQ>,

perturberen tot

A
guvdxidx¥ = — <1 —37+eAl () + AP () + ) dr*

A -1
+ <1—3rZ—I—EB(l)(r)—1—823(2)(1”)—!--'-) dr?
+r2dQ?,

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de ijkvrijheid om de radiéle codrdinaat r onaangepast te laten

en voor het gemak werken met ¢ = 1. Analoog krijgen we uit qﬁ)\z = yg,(f)v) (zie (2.19)) de geperturbeerde

metriek

quvdrtdx’ = — <}/<1 - /;r2> +eC(r)+e2c?(r) +- > dr?

( ( 3 )+SD“)(r)+62D<2>(,»)+...>_1er

(v+eed )( )+ EA(r) 4 ) 120
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De functies E() treden op omdat de ijkvrijheid reeds werd opgebruikt bij het vastleggen van r en er dus
niet vanuit kan gegaan worden dat de radi€le coordinaat in de g-ruimte onveranderd blijft door de intrede
van de massa.

Oplossen van de bewegingsvergelijkingen (2.2)-(2.3) tot op nulde orde in € geeft, net als in sectie 2.3,

BT
aangezien de massa nog geen invloed heeft op de nulde orde vergelijkingen.

Wanneer we hogere ordes willen bestuderen, hebben we de vorm van de baryonische energietensor T‘%)
nodig. Als we veronderstellen dat de geintroduceerde massa bestaat uit een ideale vloeistof en statisch is
(we zoeken dus niet naar oplossingen voor veranderende massa’s), dan is

T’ = (p(r) + p() UuUy + p()guy- 3.
Hierbij is de genormaliseerde (U* U, = —1) viersnelheid
dx¥ A
Uy = Suv - = (\/—go ,0,0,0) = 1— grz +eAM(r)+€2A@) (r) +---,0,0,0

gericht volgens de tijdsrichting, aangezien we enkel in statische oplossingen (niet athankelijk van ¢)
geinteresseerd zijn. T is de eigentijd. Invullen in (3.1) geeft

—ep(‘)(r)gn 0 0 0

0
— , (3.2)
HY 0 (€P<1)(r)+3217<2)(r)+"')gii
0

met g;; de ruimtelijke componenten van de metriek. De eerste orde term in de drukfunctie
p(r) =ep V() + € pD () 4o,

zal klein moeten zijn ten opzichte van p(l)(r), want we zijn vooral geinteresseerd in het effect van
niet-relativistische massa’s (wat ook soms stof of simpelweg materie genoemd wordt) op de vorm van
de metrieken. Deze materie heeft normaal geen drukcomponent in haar energietensor, maar zoals zal
blijken is dat hier wegens de aanwezigheid van het EBI-veld iets anders.

Om behoud van baryonische energie te verkrijgen, moet
uvy
(780 L0 (3.3)

gelden. Hieruit kunnen we, perturberend volgens &, uitdrukkingen voor p!)(r), p® (r), ... bepalen. Een
randvoorwaarde hierbij is dat de druk nul moet zijn op plaatsten waar er zich geen materie bevindt.

3.1.2 Storing door het EBI-veld

Voor elke orde in de perturbatie volgens € zullen we de oplossing wederom zoeken a.d.h.v. storingsreke-
ning, nu perturberend volgens ,lz zoals in sectie 2.5. Het gebruik van deze dubbele perturbatie dient tot
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het opsplitsen en afzonderlijk bestuderen van de effecten die de geintroduceerde baryonische massa en
het EBI-veld hebben op de gravitatie. De eerste orde correcties worden herschreven als

2
AD () = A1) 4 Loy 1 <1> A0D () 4.

en analoog voor de tweede orde correcties.

Al deze gegevens in de bewegingsvergelijkingen stoppen (en voor p(r) in (3.3)) en de oplossingen zoe-
ken voor elk van de correcties is veel rekenwerk. Daarom is in document A.8 de Maple-code terug te
vinden die dit alles bewerkstelligt. In de volgende paragrafen bespreken we de belangrijkste stappen en
resultaten.

3.1.3 De randvoorwaarden

Elk stelsel van differentiaalvergelijkingen heeft een stel randvoorwaarden nodig om helemaal opgelost
te kunnen worden. Hier kunnen die randvoorwaarden met een beetje fysisch inzicht achterhaald worden.
We wensen geen singulariteiten te beschrijven, zodat de voorwaarden

lirr(l)A(l’O) (r) # oo (3.4)
en

. dAO

lim = (r)=0 (3.5)

voorop gesteld kunnen worden, met analoge uitdrukkingen voor F ("vj)(r), F € {A,B,C,D,E,p},i €
{1,2,...}en j€{0,1,2,...}.

Daarnaast beschrijven we het effect van een eindige massa. Dat effect mag ver van de bron niet meer te
voelen zijn, wat betekent dat de voorwaarden

lim AV (r) = lim BV (r) = 0 (3.6)
en

. dAW . dB")

lim ——(r) = lim ——(r) =0 (3.7)

moeten gelden (en analoog voor F()(r)). Omdat deze functies echter ook volgens 1% werden ontwikkeld
en daarvoor moet gelden dat r < /, kunnen we r niet naar oneindig laten naderen zonder de geldigheid van
de oplossing te schaden. Van deze randvoorwaarden kunnen we dus jammergenoeg geen gebruik maken,
waardoor bij het oplossen van de differentiaalvergelijkingen enkele integratieconstanten onbepaald zullen
blijven.
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3.2 Eerste ordein €

3.2.1 Nulde orde in ziz

Starten we met de nulde orde correcties in ILZ Laten we voor het gemak refereren naar eerste orde in €
en bijvoorbeeld nulde orde in 1% als (1,0). De vergelijkingen (2.2) zullen de componenten van g, orde
per orde bepalen, terwijl (2.3) de correcties op g,y zal bepalen. Uit (2.3) is duidelijk dat de (i, j)-de orde
correcties op g,y nooit invloed zullen hebben op de (i, j)-de orde correcties op g,y (in tegenstelling tot
de (i, j— 1)-ste orde). Daarom kunnen we de veldvergelijkingen voor iedere orde (i, j) bekijken als twee
onafhankelijke stelsels van drie onafhankelijke vergelijkingen.

Vooraleer die twee stelsels te bekijken voor de orde (1,0), bepalen we de (1,0)-vergelijking voor p(r).
Uit (3.2) en (3.3) vinden we simpelweg
dpt0
dr

=0,

met als oplossing

P =",

Als we niet-relativistische materie willen beschrijven, moet de constante Cl(,l’o) nul zijn.

Het G, -stelsel

Het (1,0)-stelsel voor Gy ziet er als volgt uit:

1,0
B0 rdB;l( ):871'Gp(1)r2
r
(1,0)
r
dAa0)  4p(1,0) d2A(1,0)
dr + dr tr drr

Definiéren we de functie m!) (r) als'

21 T r
m(l)(r) :/ d¢/ Siﬂ@d@/ p(l)(r/)r/zdr,
0 0 0

= 47r/ p(])(r’) F2dr,
0
dan zijn de oplossingen van (3.8)
2G6mW(r) —
A0 () :/Wdr+cl (3.9)
r

en

26mY(n) =G

B (r) =
.

(3.10)

'Door deze definitie is het verleidelijk om m(!) (r) te interpreteren als de totale energie binnen een straal r. Het volume-
element in een gekromde ruimte is echter niet 12 drdQ, maar /g, 2 drd€. De totale energie binnen de straal r is dan M ) (r)=

42500 () V()
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De integratieconstanten C;, i € N, kunnen zoals eerder aangehaald niet allemaal bepaald worden a.d.h.v.
(3.4)-(3.5). Hierdoor moeten we C; volledig vrij laten. C, kunnen we echter wel bepalen:

2G6m(r) -G,
limB1O (r) = lim————~2 = £ oo
rgl(l) (7‘) rgl(l) r 7&
& G =26mM(0)
=0.
Het K, -stelsel
De (1,0)-vergelijkingen die volgen uit (2.3) zijn
dc(l,O) d2c(l,0) 0
dr tr arr
2dE<170> d*E00) p q2c00) 1 apt0
ar a7 T2 a7 T (a—1p dr @10
dct0) dE1O PE10) 1 dD1:0)
2E10) 14 2 = 2p0)
| T T T a1z \"ar T

met als oplossingen

O =cs+ =3 (3.12)

r
E(lvo)
DM (r) = —(a—1)? (E(I’O)(r)wd -, 3.13)
dr r

en

EMO(r) = E1O (), (3.14)

De oplossing van dit stelsel laat E(10) (r) vrij, wat tot op deze orde zou kunnen geinterpreteerd worden
als een ijkvrijheid in de g-ruimte. In de volgende orde voor ,lz zal E (1’0)(1”) echter vastgelegd worden
door de vergelijkingen. Daar zal dan £ (1.1) (r) onbepaald blijven.

(3.4)-(3.5) leggen Cy vast:

C
im0 (r) = C5 + lim = £ oo
r—0 r

r—0

3.2.2 Eerste orde in llz

Onze eerste taak is om p(1'))(r) te bepalen uit het (1,1)-deel van (3.3):

dptD
Pl
dr 3(a—1

en dus



We zullen hier de rest van de op te lossen vergelijkingen niet volledig uitschrijven, ze zijn terug te vinden
in document A.8. De oplossingen van de drie G, y-gerelateerde (1,1)-vergelijkingen zijn

2
A(l,l)(r):37G/ _2[ 3/ / -1d drdr—|—/ rml dr] dr
(o (3.15)
1 C
_§r2C3—75+4r27TGC1(7171)+C6
4 dm™ dm dmV
B(l’l)(r) = 6(06(—; 0 (rl/ r2/3r717’2r dr—r? ’ZZr —8rm) dr—rz/rfl% dr
(3.16)
_ Cy 1 Cs 2C; 1
22/ (1),—2 2 2, Lo~ s 207 1o
+2r" [ m"r " dr+2m r+6(a_1)r+6rC3 T3, G
2G 1C
E“aO)(r):_T_l m(1>r—2dr—g 7 +GCs. (3.17)

Zoals reeds aangegeven, wordt E(1:9) (1) hier pas vastgelegd.

De randvoorwaarden kunnen ons niet echt veel vertellen over het algemeen geval waar m(!) (r) vrij gelaten

wordt. w1
dA\Y
li =
rgr(l) d}’ (r)

vertelt ons bijvoorbeeld wel dat
dm
. —1
}ljr(l) (3 1) 2 [ 3/ /
s C 26y / / A s /
= m rdr
5 3(a ( r—>0

maar zonder een specificke vorm voor m(!) (r) betekent dat niet veel. Een gelijkaardige uitdrukking is te
(1,0)

vinden voor C7 door lin(l) (r) = 0 te gebruiken.
r—>

De algemene uitdrukkingen voor verdere ordes zijn te uitgebreid om ze hier neer te schrijven. Enkele
hiervan zijn terug te vinden in document A.8.

3.3 Beschrijving van een compacte massa

Om de gevonden uitdrukkingen makkelijker interpreteerbaar te maken, gebruiken we een zeer simpele
massaverdeling, die toch als eerste approximatie voor bijvoorbeeld een galactie kan dienen:

1
p(r) = Poalsr<To (3.18)
0 alsr>rn.

Deze massaverdeling kan gezien worden als die van een sferisch symmetrische massa die zich binnen
een straal rg bevindt en die overal dezelfde massadichtheid heeft.
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3.3.1 Inleidend voorbeeld
Oplossingsmethode

Door de stuksgewijze definitie van p(r) zullen we een ietwat andere oplossingsmethode moeten gebrui-
ken om de veldvergelijkingen verder te kunnen oplossen. Om deze methode te illustreren bespreken we
hoe we de oplossing van

Oo(r) +m*¢(r) = —4nGp(r),

of anders geschreven
2
AY(r) =m*9(r) = ¢+ =" —m’¢ = 4wG poH (ro ), (3.19)

kunnen vinden. De stuksgewijze functie p(r) werd uitgedrukt als een stapfunctie, met H(x) de Heaviside
functie. Deze vergelijking beschrijft een statisch, sferisch symmetrisch scalair veld met een van nul-
verschillende massa m dat koppelt aan materie. Het is één van de veldvergelijkingen afgeleid van de
Brans-Dicke? actie op de Minkowski-ruimte.

Als we ¢(r) ook schrijven als een stapfunctie,

¢ (r) = @s(r) H(ro—r) + ¢u(r) H(r—ro),

dan kan de vergelijking (3.19) opgesplitst worden in een vergelijking voor r < ry,

2
'+ 90— m g, = 4xG py, (3.20)
en één voor r > ry,
2
;’+;¢g—m2¢b =0. (3.21)
Vergelijking (3.20) heeft de particuliere oplossing
4nGpo
Os(r) = — o
Met de twee onafhankelijke oplossingen
efmr
os(r) = ,
en mr
e
¢s(r) = o

Analoog volgt er uit (3.21) dat

r

2De Brans-Dicke zwaartekrachttheorie is een alternatief voor de algemene relativiteitstheorie. Ze gaat uit van een scalair veld
dat de energie-tensor beinvloed, naast het bestaan van een gravitatieveld. Om de klassieke tests (afbuiging van licht, perihelium
precessie) voor de algemene relativiteitstheorie te kunnen verklaren met de Brans-Dicke theorie, moet een belangrijke parameter
 zeer groot worden.
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Om de integratieconstanten C;, i € {1,...,4}, te kunnen bepalen, hebben we randvoorwaarden nodig.
Naar analogie met (3.5) en (3.7) stellen we

lim ¢'(r) =0 (3.22)
en
lim ¢'(r) = 0 (3.23)

voorop. Uit (3.22) kan C; = —C; gehaald worden en (3.23) geeft C4 = 0. Er blijven nog twee onbepaalde
integratieconstanten staan. We hebben dus nog andere randvoorwaarden nodig. Deze leiden we af uit de
algemene vergelijking (3.19).

Omdat de afgeleide van de Heaviside stapfunctie H(r — rg) de Dirac-delta distributie 8 (r — ro) is, ziet de
vergelijking er volledig uitgeschreven als volgt uit:

(or+ 2010 ) a1+ (o4 + 20 =0 ) 1 (1o

b
2 (0 05+ % =) 50 =r) (0008 (10 —r) =47 Gt (r0 ).
8'(r — ro) stelt de afgeleide® van de Dirac-delta distributie voor. We zien de vergelijkingen (3.20) en
(3.21) mooi terug verschijnen. Voor r = r¢ zullen & (r — rg) en 8’ (r — ry) zich echter niet regulier gedra-
gen, zodat we de coéfficiénten van deze distributies voor r = rg gelijk aan nul moeten veronderstellen.
Dat levert de randvoorwaarden

ds(r0) = P (r0) (3.24)
en

¢ (r0) = Oy (r0)- (3.25)

Zo worden de uiteindelijke waarden van de integratieconstanten

2nG 1
Ci= P <F0 + )
m

B mZemro

2nG 1
G = Po <7’0+ >
m

) Mo

C; = _27tmG2PO (”0 (emro _i_efmro) o % (emro _emr0)>

Cy=0.

Illustratie: afschatting van de vrije integratieconstanten in de perturbatieve oplossing

De bovenstaande methode van het opsplitsen van de differentiaalvergelijking in twee gevallen en het
bepalen van de randvoorwaarden door de coéfficiénten van de optredende distributies nul te stellen in
ro, zullen we ook gebruiken voor het bepalen van de oplossingen van de veldvergelijkingen voor een
compacte massa. Omdat daar echter ook nog eens een perturbatieve benadering moet worden bijgevoegd,
kunnen we randvoorwaarden van de vorm (3.23) niet gebruiken, waardoor er een integratieconstante vrij
gelaten moet worden. Deze constante kan echter wel afgeschat worden. De redenering hierachter, die te
vinden is in de volgende paragraaf, kan geillustreerd worden met dit voorbeeld.

3De afgeleide van de Dirac-delta distributie wordt gedefinieerd via / &' (r)f(r) dr = —£'(0) en is in tegenstelling tot 5(7)

een oneven distributie van r.
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Een perturbatieve oplossing van het stelsel (3.19) kan gevonden worden door m? als perturbatieparameter
te gebruiken. De details kunnen gevonden worden in document A.9. De resultaten zijn:

2 1 1
¢s(r) = §7TGPOV2 —21Gporg” +C + <30 nGpor* — g”GPO"O 7 — *ﬂGporo

+1c§?>r2+c£j>> m?+0 (m*),

6
4 1Gpory? 2 wGporo> 2 1
(Pb(l’):_g@-i-cg))-f— <—15n60r0—37FGP0V03V+ 6V2C£?)+ch)> m*+0 (m*).

¥ is de vrije integratieconstante uit de nulde orde oplossing die bepaald wordt door het gedrag van
¢ op oneindig. Dat gedrag kan niet bestudeerd worden, omdat we moeten aannemen dat r < % om de
(1)

perturbatie te mogen uitvoeren. Analoog voor de eerste orde in m? en Ce
exacte oplossingen ontwikkeld volgens m,

. Vergelijken we dit met de

2

1 1
307'L'Gp()r —fn'Gporo r —*EGPQI’() )

2 4 !

2 2
+ <97er0r03r2 + 7er0r05> m® + 0 (m*)

15
4 tGpory> 4 2 wGporo®> 2
¢;,(r) :—*ﬂﬂ-*ﬂ'(}p(ﬂ’(ﬁm—f— ——ﬂ—fﬂ?Gpor(ﬁr 2
3 r 3 15 r 3
A 5 (3.26)
+ <97CGP()I‘()3F2 + Eﬂ'Gporo > m3 + 0] (m4) R
dan zien we dat
4
c¥ = §7poOr03m ~ GMm (3.27)
2
cl) = EzszOro5m ~ GMry*m, (3.28)

met 4
M = gﬂGp0r03.

Hier kunnen we al een vermoeden van het uiteindelijke effect van het EBI-veld op de gravitatie uiten.
De eerste orde correctle op — 4 ”GP o’ i (3.26) zal een belangrijk effect hebben op de waarde van ¢,
wanneer r >= ... Als we de rechterleden van de bewegingsvergelijkingen (2.2) en (2.3) interpreteren
als massatermen analoog aan de term m?¢ in (3.19), dan kunnen we vermoeden dat de invloed van het

EBI-veld pas belangrijk zal worden wanneer r >=[.

3.3.2 De oplossingen voor een compacte massa
Afschatting van de vrije integratieconstanten

Laten we als voorbeeld eens kijken naar hoe A0 (r) er uit ziet als we een compacte massa beschrijven.
Stoppen we de stuksgewijze uitdrukking voor p(l) (r) in (3.9), dan volgt er wegens

3

4 P als r <ry
ro- alsr >y,



dat

4
) fnGporz als r <rg
A () =C1 + 8 1Gporo’

3

De constante term 47Gporo? zorgt er voor dat de functie A(10) (r) goed gedefinieerd is voor r = ry, wat
overeenkomt met het voldoen aan een randvoorwaarde analoog aan (3.24).

—|—47‘EGpor02 als r > ry.

Een afschatting voor C; kan nu gevonden worden door de limiet r — oo te nemen,

lim A1) () = A7)

r—o0

= C1 +47nGpory?,
en zoals in (3.27) te zeggen dat
00 M
°° l
Dit laatste is geen uit de lucht gegrepen analogie, want AUY s een constante van eerste orde in € en via

AN () a0 L M
r

zal ook ALY ~ GM. Aangezien A())(r) een functie zonder fysische dimensies is, moeten A0 (r) en a
fortiori ALY dimensieloos zijn. In SI-eenheden:

ALY~ GM = G—ZZW
C

m s?

gszg 2|
Om dit dimensieloos te maken moet er nog een evenredigheidsfactor met dimensie [mfl] bijkomen.
Aangezien deze constante zal bepaald worden door het gedrag van A(l)(r) in het regime r > [, is het

intuitief om die factor % te stellen.

Ook AU (die uit te drukken is in functie van Cg op dezelfde manier als voor C; en ALY werd gedaan)

is door een dergelijke redenering af te schatten. Het dimensieloos zijn van A" (r) betekent dan dat
ALD(r) ~ [m?] moet zijn. Een intuitieve lengteschaal is hier ro, omdat AU (r) enkel voor r < I een
fysische betekenis heeft. Voor de constante ALY betekent dit, dat ze evenredig met GMry? moet zijn. Om
daar opnieuw een dimensieloze constante, bepaald door het gedrag op oneindig, van te maken schrijven

we

oo l M

Dit blijkt zeer gelijkaardig aan (3.28) te zijn.
De constante Ag ’0), tweede orde in &, afschatten, doen we dan (als laatste voorbeeld) als volgt

a2 Oy

6 4

m’ 5 st 1
& |52 —-|=0
[gzs“g m4x] [1]

s x=m?

(GM)*

2,0
=A%~ 7
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De correcties

Met berekeningen zoals in sectie 3.3.1 kunnen we nu de dubbele perturbatie oplossen tot op elke gewenste
orde. In document A.10 zijn de berekeningen en oplossingen te vinden tot op de ordes (1,2) en (2,1).
We zijn vooral geinteresseerd in de correcties die het model veroorzaakt buiten de baryonische massa.
Daarom schrijven we hier enkel de uitdrukkingen voor r > rg uit en dit, om de overzichtelijkheid te
bewaren, niet zo ver uitgewerkt als in het document te vinden is.

Om duidelijk te maken dat de onbepaalde constanten werden afgeschat en tegelijkertijd de vitdrukkingen
te verlichten, voeren we een herdefiniéring door voor alle onbepaalde constanten. Deze heeft de vorm:

!
ALO = A0
= ® GM

Uiteindelijk komt er dan voor eerste orde in €

GM 11 8r2+40 1 1 1
A ) A(lO) 0 L 2 4(11) B0
(r)= . [ + +207( a—1) 12+ ryAs’ T — 3 C B
4 (3.29)
i35r —63r%r 712r0+i35r + 4277, +3r0 4o l
315 (a—1) 105 a—1 14 I3
GM 2-524+21 (173409 4 1 1
B (=M |, et (2 13c0) _ L ap00 )| L
== TS5 am) 2t \6act Te T T BT
(3.30)
2 2075435 =4y 1357+ 14 —g | 1 LolL
105 (a—1)? 35 —1 14 I’
GM 1 2 7P 2r54+5r%\ 1
c — 27 |0 2 = 0 -
") A A YT e
(3.31)
1°48% 17acl? Dy 1r3E( 7\ 1 1
— — C ) 0 _
3a—1 3 a—1 "Tr3 T ) Bt <z4>
GM 1 2 1 1
DY (r) = — [—rEgm (—1)* 7+ (2;»2 —5(a=1) (r3+5r2)> it (—30# (7+20)A00)
1 1 1
f%ﬁ (¢ —1)(742a)Cl0 — Tor3 (—1) (4o —7)ELY — (o — 1)2rgE§371>r) 13}
1
+0<l4>
(3.32)
2 2 2 2 (1,0)
V(= M| 2 paol (257435 2457 1 [ 1 P (a-4)AnT
rola—1 l 15(@—1)* 5 a-1 )2 30 (a—1)°
1 A a-4c” 1 26a—aEMY 1 1
_ _ E( 71) _ 0 _
0 a—1 10 a—1 =TT TR
(3.33)
en tweede orde in € zijn
M\ [ Al 176 rro 1 1
A (= (Z2) 2= 4 [ PAR0) 2 3.34
(r) <r> ; +(rm 35 HREAVE (3.34)
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> ﬁ(a_l)z 35 a—1 2

p00 S 2—7r02+701n(r)r2—|—52rr0]1 0<113> (336)

GM\*[ 1 (51279 —5607) 2 ro2ALY)
@)= 22 e (g —1\ 2220V 2 _1n0
D2 (r) < > [ o@D . +5<(oc 1)

d r

(3.37)

2,~(1,0) 2 (1,0
oo Es 1 1
+(a—1)2r0c_(a_1)2r0> ; +0<12>
E(Z)( )_ % 2 _L 2567‘0—4207'_1 (51"2—]"02)14&}"0) N (5’,-2_’,.02) C‘gol-,o)
r)= r 140 (OC*I)I’ 5 ((X*])r r
(3.38)

(ro? +52) ES VN 1
* 1

~o(z)

Zoals verwacht, zien we in (3.29)-(3.30) top op nulde orde in % de Schwarzschildmetriek tevoorschijn
komen. Omdat we geen singulariteiten willen bespreken, zal ro > R, met Ry = 2GM de Schwarzschild-
straal. Aangezien we r > ro veronderstellen, geldt

r

GM 2GM 2GM
— < <
r r 70

< 1.

De eerste orde-correcties in € (3.29)-(3.33) zullen dan klein zijn, als de perturbatie volgens liz niet uit de
hand loopt. De meeste termen zijn duidelijk klein, want rekening houdend met

ro<renr<l|

vinden we direct

r<<1rr0<<r r2<<r
P A P A
Met
<GM>2 GM
- <<7
r r

tot slot, zien we dat ook de tweede orde-correcties (3.34)-(3.38) voldoende klein zijn. Opvallend is echter

wel de In-term in (3.36). Opdat deze term dimensieloos zou zijn, moet c?% van de vorm ~ —In ry Zijn,

2 . . : .
voor een welbepaalde r,.. Zo wordt de ;-term vermenigvuldigd met een dimensieloze factor ~ In -
3.3.3 Rotatiecurves

Uit de vorm van de correcties (3.29)-(3.38) kunnen we afleiden dat het effect van de intrede van een
compacte massa op de geometrie van de ruimte gelijkaardig is aan dat in het algemeen relativistische
geval. In de zwakke veldlimiet geldt steeds

800 ~ —(1+2CI>),

met ® de Newtoniaanse potentiaal. Wanneer het EBI-model de invloed van een sferisch symmetrische
en compacte massa beschrijft, betekent dit

1 A
®(r) =5 <—3r2+eA“>(r) +e2AD(r) + - > :
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met 1 1
A=—=. 33
1—oal? (3-39)

Aangezien Q4 en Hj observationeel kunnen bepaald worden, zal de daaruit volgende waarde van A
via (3.39) een restrictie leggen op / en a. Deze restrictie is dezelfde als (2.28). De vrije constanten

.. 1,1 1,3 - . ..
van het model zijn dan /, AEO’Z), 50’2) , ... Variatie van deze constanten binnen redelijke grenzen (I

1
van kosmologische schaal, Ag’z) ~ 1, ...) levert geen waarneembare verschillen op. De in figuur 3.1

afgebeelde rotatiecurve voor M33 geeft dan ook duidelijk aan dat er weinig verschil is tussen de door
het EBI-model voorspelde curve en die voorspeld door de wetten van Newton. Er kan niet gesproken
worden over een asymptotisch eindige curve, zodat een gezamenlijke beschrijving van donkere materie

en donkere energie niet mogelijk is met dit model.

A
60 — ]\
Y
50 4 ]
I\
[ \
40 I \
{1 N
v(r) ’ N
30 + ~
’ \'\.
20 4| T
li e
10 —I \\.\.\
.I \\\
0 T T T T T T T -
T, 5r0 9r0 13 I, l7r0 21r0 25 T,

r

Figuur 3.1: De rotatiecurve (in km/s) van de Triangulum Galaxy (M33) voorspeld door het EBI-model (rood)
vergeleken met het Newtoniaanse resultaat (blauw). [ = 10° pc. Vergelijk ook met figuur 1.3.

In al het voorgaande veronderstelden we dat de parameter ! van kosmologische schaal is, o.a. om
de voorwaarde r < [ te rechtvaardigen. We weten uit gravitatieéxperimenten in ons zonnestelsel, dat
de gravitatiepotentiaal ® de Einstein-potentiaal is op mogelijke correcties kleiner dan 107> na. De
grootste correcties die het EBI-veld heeft op de gravitatie zijn van de orde ;—; en die moeten kleiner
zijn dan 1073, anders zouden we ze opgemerkt hebben tijdens de gravitatieéxperimenten. Dit geeft
1 > 103 Ryomnestelsel ~ 107! pc. In principe zou / dus zo klein kunnen zijn. Een duidelijk effect kan dan
verkregen worden als we [ bijvoorbeeld van galactische schaal ~ 10* pc kiezen.Dit effect zal echter voor
elke galactie waarneembaar zijn vanaf r ~ [ (zie figuur 3.2), terwijl het effect van donkere materie voor
elk melkwegstelsel op een andere afstand van het centrum duidelijk wordt. Ook voor / van galactische

schaal lijkt het EBI-model geen donkere materie te kunnen beschrijven.
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Figuur 3.2: De rotatiecurve (in km/s) van de Triangulum Galaxy (M33) voorspeld door het EBI-model (rood)
vergeleken met het Newtoniaanse resultaat (blauw), wanneer / van galactische schaal is. / =2-10* pc.
Het EBI-veld heeft een duidelijk effect vanaf r ~ [. Let wel, het is niet gegarandeerd dat de oplossing
juist is voor r > [.
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HOOFDSTUK 4

Het EBI-veld als donkere materie

“We’re all in the gutter, but some of us are looking at the stars.”

uit Lady Windermere’s Fan van O. Wilde, 1892

Uit recent onderzoek [5] is gebleken dat het EBI-veld niet erg geschikt is om te gebruiken als vereniging
van de donkere kant van het universum (donkere materie én donkere energie). In dit korte hoofdstuk
bespreken we waarom het interessanter is om met het EBI-veld enkel donkere materie te beschrijven en
het niet de taak van kosmologische constante op zich te laten nemen. Een gedetailleerdere uiteenzetting
is terug te vinden in [5].

Hoewel, zoals in sectie 2.4.2 werd aangetoond, de evolutie van de schaalfactor kan verklaard worden
enkel en alleen door de invloed van het EBI-veld te gebruiken, blijkt het beter te zijn om ook een echte
kosmologische constante (die niets met het EBI-veld te maken heeft) in te voeren. Dat gebeurt door de
actie 2.1 aan te passen tot

1 2
'=16rG. [\/@(R_ZAHMQ\/M] dx4—|—/.$mdx4.

Voor A # 0 zijn er twee mogelijkheden. Ofwel wordt enkel donkere materie door het EBI-veld beschre-
ven en is A dus de effectieve kosmologische constante, ofwel schrijven we AP = A + Agg en wordt ook
een deel van de donkere energerie bepaald door het EBI-veld. Als in deze actie A = 0 gesteld wordt, dan
doet het EBI-veld terug dienst als zowel donkere materie als donkere energie.

Het geval waarbij de kosmologische constante geen invloed ondervindt van het EBI-veld, noemt men in
[5] het AEBI-model. Het is slechts athankelijk van drie parameters, Qp,,, Qgg; en Qp, net als het ACDM-
model. Voor een goede keuze van deze drie parameters is het AEBI-model niet te onderscheiden van
het ACDM-model gefit aan data geproduceerd door o.a. de WMAP-satteliet. Zo zijn het angulair power
spectrum van de kosmische achtergrondstraling C; en het power spectrum van de dichtheidsfluctuaties
P(k) perfect gelijk aan die voor een ACDM-model (zie figuur 4.1).

Wanneer het EBI-veld gedeeltelijk of volledig verantwoordelijk is voor de kosmologische constante,
ontstaan er grote inconsistenties met de huidige data. Het geintegreerde Sachs-Wolfe effect speelt hier
het angulair powerspectrum C; grote parten, zoals te zien is in figuur 4.2a. Waarden voor [/ zo ver als 150
worden vertekend, wat betekent dat relatief kleine kosmologische schalen aangetast worden. Ook het
powerspectrum P(k) komt in de problemen. Zijn waarden zijn veel te klein voor kleine kosmologische
schalen (grote k) en zijn top wordt veel te breed uitgesmeerd. Mocht het EBI-model donkere energie
beschrijven, zou er voor kleine kosmologische schalen m.a.w. veel minder structuurvorming! geweest
zijn dan de structuurvorming waarvan we vandaag de dag het resultaat kunnen waarnemen.

IMet structuurvorming wordt de vorming van sterren, galactieén, galactieclusters, ... uit het initieel zo goed als uniforme
universum bedoeld.
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Figuur 4.1: Bovenste paneel: Het angulair powerspectrum C; van de kosmische achtergrondstraling gemeten met
de WMAP-satteliet (data-punten) en volgens het AEBI-model (volle lijn). Onderste paneel: Het
baryon powerspectrum P(k) voor het AEBI-model (volle lijn) samen met data van de SDSS (data-
punten). (©) M. Banados, P. G. Ferreira en C. Skordis
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Figuur 4.2: Het angulair powerspectrum C; (links) en het powerspectrum P(k) (rechts) van enkele EBI-modellen
(onderbroken lijnen) vergeleken met het best-passende ACDM- of AEBI-model (volle lijn). © M.
Bafados, P. G. Ferreira en C. Skordis
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HOOFDSTUK 5
Besluit

“O, here

Will I set up my everlasting rest

And shake the yoke of inauspicious stars
From this world-wearied flesh.”

uit Romeo and Juliet van W. Shakespeare, 1595

In de voorgaande hoofdstukken hebben we een voorbeeld gegeven van een theorie die probeert de don-
kere kant van het universum te vereenzelvigen. Kosmologisch zag het er op het eerste zicht goed uit,
want het gedrag van de schaalfactor a(¢) kon volledig worden verklaard met het model, mits een goede
keuze voor enkele parameters.

Wanneer we echter een kritische blik werpen op het gedrag dat het model vertoont op kleinere (galacti-
sche) schaal, dan zien we dat het niet in staat is om de mysterieuze vlakke stukken van de rotatiecurves
van spiraalgalactieén te verklaren. Het zou wel eens kunnen dat het de geprobeerde vereenzelviging is
die hier roet in het eten gooit. Kosmologische argumenten tonen namelijk aan dat het model een kandi-
daat kan zijn voor de beschrijving van donkere materie tout court. Verder onderzoek naar het gedrag van
het AEBI-model op galactische schaal, zou dan moeten duidelijk maken of de aanwezigheid van een pure
kosmologische constante het model in staat stelt om asymptotisch eindige rotatiesnelheden te genereren.

We zijn deze masterproef begonnen met de vraag of het echt zo bizar is dat donkere materie en donkere
energie steeds maar weer samen worden vernoemd. Uit de resultaten die hier beschreven werden, moeten
we concluderen dat de zoektocht naar een complete, eenvormige beschrijving van de donkere kant van
het universum, als die er al is, nog niet ten einde is.
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BIJLAGE A

Maple documenten

Voor de berekeningen voor deze masterproef werd Maple™, het alom bekende symbolische rekenpakket
van Maplesoft™, gebruikt. In deze appendix kunnen alle in- en outputbestanden teruggevonden worden
waarnaar verwezen wordt in de tekst.

Opdat de lezer de code in de onderstaande documenten helemaal zou kunnen begrijpen, willen we erop
wijzen dat regelmatig het bestand “Procedures” wordt ingeladen. De code voor de procedures die daar-
mee beschikbaar worden gesteld, is terug te vinden in Document A.1.
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Document A.1: Maple procedures voor het berekenen van de Christoffelsymbolen, de Ricci-tensor en de Einstein-
tensor horend bij een bepaalde metriek, voor het berekenen van covariante afgeleiden, voor het
perturberen van vergelijkingen volgens een bepaalde variabele en het opstellen van de gepertur-
beerde vergelijkingen voor de actie (2.1).

—> restart:

Procedure voor de berekening van de Christoffelsymbolen F

> Christoffel _u:=proc(g::table,gu: table)
local Gamma, Gamma_u, i, j, n, p:

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
for n from 0 to 3 do
. Gamma[i][j,n] := 1/2*(diff(g[i,j],x[n])+diff(g[i,n],x[j])-
diff(g[j,n],x[i]));
end do:
end do:
end do:

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
for n from 0 to 3 do
Gamma_u[i][j,n] := add(gu[i,p]*Gamma[p][j,n],p=0..3):
end do:
end do:
end do:

return(Gamma_u) :
end proc:

[ Procedure voor de berekening van de Riccitensor R

> R1cc1'—proc(g::table,gu"table)
local i, j, n, p, Gamma, Gamma_u, Ricci:

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
for n from 0 to 3 do
Gamma[i][j,n] := 1/2*(diff(g[i,j]l,x[n])+diff(g[i,n],x[]])-
diff(glj,nl,x[i]));
end do-
end do:
end do:

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
for n from 0 to 3 do
Gamma_u[i][j,n] := add(gu[i,p]*Gamma[p][j,n],p=0..3):
end do:
end do:
end do:

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
Ricci[i,j] := add(dlff(Gamma u[in][i,jl,x[n]),n= 0..3)-add
(dlff(Gamma u[n][i,n],x[j]),n=0..3)-add(add(Gamma_ u[p][1 n]*
Gamma_u[n][J,p],pP= 0..3) n= 0..3)+add(add(Gamma u[p][i,j]*Gamma_u[n]
[p,n],p=0..3),n=0..3):
Ricci[i,j]:= simplify(Ricci[i,j]):
end do:
end do:

return(Ricci):
end proc:

Procedure voor de berekening van de Einsteintensor G

> E1nste1n:=proc(g :table,gu: table)
local i, j, n, p, Gamma, Gamma_u, Ricci, R, G:
for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
for n from 0 to 3 do
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Gammal[i] [
diff(g[j,n],x[i])
end do:
end do:
end do:

j/n] := 1/2%(diff(g[i,j],x[n])+diff(g[i,n],x[F])-
)

4
.
’

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
for n from 0 to 3 do
Gamma_u[i][j,n] := add(gu[i,p]*Gamma[p][j,n],p=0..3):
end do:
end do:
end do:

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
Ricci[i,j] := add(dlff(Gamma u[n][i,jl,x[n]),n= 0..3) -add
(dlff(Gamma u[n][i,n],x[j]),n=0..3)- add(add(Gamma u[p][1 n]*
Gamma_ul[n][J,p],p= 0..3) n= 0..3)+add(add(Gamma u[pl[i,j]*Gamma_u[n]
[p,n], p_O.:32 g-o..3): . . L
RlCCl[l,J]:= simplify(Ricci[i,j]):
end do:
end do:

R := simplify(add(add(gu[i,j]*Ricci[j,1i],j=0..3),i=0..3)):

for i from 0 to 3 do:
for j from 0 to 3 do:
G[i,j] := simplify(Ricci[i,j] - 1/2*R*g[i,j]):
end do:
end do:
return(G):
end proc:

Procedure die een functie teruggeeft die V TP berekent

> covDerivative:= proc(Tu::table Gamma_u: :table,coord)
local k, n, r, m, cov_der:
return((n,r,m)—>diff(Tu[n,r],coord[m+1])+add(Gamma_u[n][m,k]*Tu
[k, r],k=0..3)+add(Gamma_u[r][m,k]*Tu[n, k], k=0..3)):
end proc:
| Procedure die de 'orde’-ordevergelijkingen in 'var' van de vergelijkingen 'EQNS' teruggeeft
> pertEQNS:=proc(EQNS::1list,var,orde::integer,printing::string)
local i, eqns::list:
for i from 1 to nops(EQNS) do
eqns[i] :=simplify(coeff(series(simplify(lhs(EQNS[i])), var,
orde+l),var,orde)=coeff (series(simplify(rhs(EQNS[i])),var,orde+l),
var,orde));
if 1hs(eqns[1])<>0 or rhs(eqns[i])<>0 then
if prlntlng— 'yes" then
eqns[l] factor(51mp11fy(eqns[1])):
print(eqns[i]):
end if:
else
eqns[i] :=NULL:
end if:
end do:
return(convert(eqns,list)):
end proc:
| Procedures die de 'orde'-orde veldvergelijkingen voorgesteld door M. Bafiados teruggeven
> banadosPertG:=proc(G::table,g::table,qu::table,T::table,var,
orde::integer)
local m, n, a, b, £ g, f q,gMatrix, gMatrix, det_q _op_g, LL_G,
RL_G, LL_K, RL_K,eqn_G::list,aant_eq:

f g:= (1,3) >g[1 l,J 1]:
gMatrix:=Matrix(4,4,f_g):
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f_q:=(i,j)->q[i-1,j-1]:
qMatrix:=Matrix(4,4,f_q):

det_q_op_g:=Determinant (gMatrix)/Determinant (gMatrix):

aant_eq:=0:
for m from 0 to 3 do:
for n from 0 to 3 do:
LL_G[m,n]:= coeff(series(G[m,n],var,orde+l), var,orde):
RL_G[m,n]:= coeff(series(-inv_1"2*sqrt(det_q_op_g)*add(add(g
[m,a]*qu[a,b]*g[b,n],a=0..3),b=0..3) + 8*Pi*G_c*T[m,n],var,
orde+l) ,var,orde):
if LL_G[m,n]<>0 or RL_G[m,n]<>0 then
aant_eq:=aant_eq+l:
eqn_G[aant_eq]:= simplify(LL_G[m,n] = RL_G[m,n]):
end if:
end do:
end do:

return(convert(eqn_G,list)):
end proc:
banadosPertK:=proc(K::table,g::table,q::table,var,orde::integer)
local m, n, LL_K, RL_K,eqn_K::list,aant_eq:

aant_eq:=0:
for m from 0 to 3 do:
for n from 0 to 3 do:
LL_K[m,n]:= coeff(series(K[m,n],var,orde+l),var,orde):
RL_K[m,n]:= coeff(series(inv_1"2*(g[m,n]+alpha*q[m,n]),var,
orde+l) ,var,orde):

if LL_K[m,n]<>0 or RL_K[m,n]<>0 then
aant_eq:=aant_eq+l:
eqn_K[aant_eq]:= simplify(LL_K[m,n] = RL_K[m,n]):
end if:
end do:
end do:

return(convert(eqn_K,list)):
end proc:

48



Document A.2: Maple code en output voor het berekenen en omvormen van de bewegingsvergelijkingen voor een
vlak, homogeen en isotroop universum.

restart:
with(LinearAlgebra):

read "Procedures":
interface (showassumed=0):

for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
g[ll:l] := 0: gu['?'lj]
qi,j] 0: qufi,]]
T[i,]]:
end do:
end do:

[Componenten van de gﬂv-metriek en zijn inverse.
[> g10,0]

g[l,1]
gl[2,2]
g[3,3]

VVVVYV

> for i from 0 to 3 do

gu[i,i] := 1/g[i,i]:
L end do:
Componenten van de qﬂv-metriek en diens inverse.
[> q[0,0] -X(x[0])"2;
q[l,1] := ¥(x[0])"2;
q[2,2] ¥(x[0])"2;
q[3,3] 01)7°2;

> for i.f;om 0 to 3 do
qu[i,i] := 1/q[i,i]:
end do:
De energietensor
> T[0,0]
T[1l,1]
T[2,2]
3]

De bewegingsvergelijkingen
> assume(a(x[0])>0,G_c>0,1>0,rho(x[0])::real,x[0]>0,X(x[0])>0,¥Y(x[0]
L )>0):
> G:=Einstein(g,gu):
L K:=Ricci(q,qu):
> EQNS_G:=expand(subs(inv_1=1/1,banadosPertG(G,g,qu,T,var,0))):
for 1 from 1 to 2 do
print (EQNS_G[i]):
end do:
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3 [%a(xo)]z

SS0) IS 7

a(x)? X(x)a(x )312 FEROep(v)
d 2 2 0) a( Xy )
_(F“(’CO)) —2a(%) [diioza(xo)J:_ o (12) = TETG ep(%)a(%)

> EQONS_K: =expand (subs(inv_1=1/1,banadosPertK(K,g,q,var,0))):
for 1 from 1 to 2 do
print (EQNS_KJ[i]):

end do:
3[dizz Y(x")] 3(dd0X(x0)](djo Y("O)] | aX(x)?
) Y (%) + X (%) ¥ (%) ST E 2 2
e (g e0) (@ ) 2 (aren ] Te0 (G0
' T T Ry Xy 7
N a)f;o)

Omvorming tot Friedmanvergelijking.
> expand(subs ({G_c=3*H[0]"2/(rho[c]*Pi*8)},EQNS_G[1])/3/H[0]"2);
2

(dxioa(xo)) | Y(x0)3

_ P(%)
2 2 3 2 32 T
Hoa(xo) HOX(xO)a(xo) ! P,

Omvorming tot toestandsvergelijking voor p,,, en p ..

[> EQ: =simplify(rhs(isolate(EQNS_K[2],diff(¥(x[0]),x[0],x[0])))=rhs
(1solate(EQNS K[1], d:Lff(Y(x[O]) x[O] x[0]1)))):
EQ —51mp11fy(lsolate(EQ dJ.ff(Y(x[O]) x[0])72)/(X(x[0])"2*Y(x[0])
2)):

lhs (EQ) expand(rhs(EQ)),

d
— Y (x
[dxo (0)] 1 a1 a(x)’
2 2~ " s T 3 72 + 2 272
L X(xo) Y(xo) 6X(x0) / / Y(xo) /
> ¥ (x[0]): =(8*Pi*G_c*1"2*rho[EBI] (x[0])*X(x[0])*a(x[0])"3)"(1/3);
X(x[0]):=simplify(solve(p[EBI](x[0])=-X(x[0])*Y(x[0])
/8/Pi/G_c/172/a(x[0]),X(x[0]1))[1]);
EQ_EBI: —expand(51mp11fy(EQ*sqrt(—p[EBI](x[O])*rho[EBI](x[O]))*p
[EBI](x[0])*Pi*G_c*72-(3/2)*rho[EBI](x[0])/1%4));
Y:='Y':
X:='Xx'

1/3
Y (xy) =83 (MG _c P gy (%) X (%) a(%)°)
Warning, solve may be ignoring assumptions on the input variables.

- 2y n Ve (~Peni (%) F’EBI(XO))3/41

Xo
Pear (o)
d 2 d 2
9 [dxiopEBl(xO)) 9 Pesr(%o) (E“(%)J
EQ_EBI:=- < - . ;
Prar(%o) ! FFa(xy)
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[ ag;’pEBl(xO)J [ a%;*a(xo)]

9
16 lszBI(xo)2 2 ?a xo)
d d d d
9 ( a};’ﬁﬁB[(xo)] ( a;g'PEB1(x0)] 9 P (%o) [ a};'P£B1(x0)) [ a}g—a(xo)]
8 IQPEBI(XO) 2 lza(xo)pEBI(xO)
_3 Pesr (o) _ 24 prpr (%) oan_c\/ P (%o) Pear(%o) n 9 P (%)
2 [4 [2 2 14

Minder interessante vergelijkingen van tweede orde die ook moeten voldaan zijn.
> EQNS_G[2];
EQNS_K[1];

d2

_(ddxoa(xo))z—Za(xo)[dxz
3[£;Y(x0)] 3(%)((%)](;170)’()60)] L ax(xy?

— + = - - 7
L (%) X (%) ¥(%) ? r
| Bereken de Bianchi identiteiten
[> Gamma u.—Chrlstoffel _u(g,gu):
coord:= [x[0],x[1],x[2],x[3]]:
> for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
Gu[i,j]:=add(add(gu[i,k]*gu[j,1]*G[k,1],k=0..3),1=0..3):
end do:
end do:
cov_Gu:=covDerivative (Gu,Gamma_u,coord):
for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
if i=j then
RHS_EQONS_G[i,j]:=rhs(EQNS_G[i+1]):
else
RHS_EQNS_G[i,j]:=0
end if:
end do:
end do:
> for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
RHS_EONS_Gu[i,j]:=sum(sum(gu[i,k]*gu[j,1l]*RHS_EQONS_ G[k,1],k=0.
.3),1=0..3):
end do:
end do:
cov_RHS_EQONS_Gu:=covDerivative (RHS_EQNS Gu,Gamma_u,coord):
BianchiID: —51mp11fy(add(cov Gu(m,0,m) ,m=0..3)=add(cov_RHS_EQNS_Gu
(m,0,m), m=0..3
51mp11fy(add(cov Gu(m,1,m),m=0..3)=add(cov_RHS_EQNS_Gu(m,1,m),m=0
-3));
51mp11fy(add(cov_Gu(m,2,m),m— ..3)=add(cov_RHS_EQNS Gu(m,2,m) ,m=0
-3));
simplify(add(cov_Gu(m,3,m),m=0..3)=add(cov_RHS_EQONS_Gu(m,3,m),m=0
-3))i

V'V

V'V

BianchilD =0 = W[—Y(%f [%X(xo)) +37(x)? [ddTO Y(xo))X(xO)

)
P(%) | X (%) a(x,)’ P+ 24 [dxioa(xo)]X(xo)znGicp(xo) a(x,)*
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d d 2 2

-3 [Ea(xo)j a(xO)X(xO) Y(xo) + 24 [E (xo)] (xo) X(xo) nG cp(xo) l]
0=0
0=0
0=0

Gebruik behoud van energled (pa®)=-p— 7 (a3) om de laatste vergelijking die we nog nodig hadden

L te vinden.

[> simplify(BianchilID, {diff(rho(x[0]),x[0])+3*rho(x[0])*diff(a(x[0]),
x[0])/3(x[0])*'3*IJ(x[0])*dlff(«'ﬂ(x[o]),}=[0])/€=\(x[0])=0 ) :
expand(s:.mpl:.fy((%+3*(d1ff(a(x[0]), x[O]))*a(x[O])*X(x[O])"3*Y(x
[0]1)/a(x[0])"3/X(x[0])"2/172)*a(x 0])A3*l );

[
¥ (%)

3 a(xo) [%a(xo)] X(xo) Y(xo) -
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Document A.3: Maple code en output om aan te tonen dat K;;,, = 0 als (2.41) gekozen wordt als nulde orde vorm
VOOT Gy .

> restart:
> with(LinearAlgebra):
> read "Procedures":

> for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
q[i,j] := 0:

De componenten van de tensor qy

> q[0,0] := -beta”2*(1-w[0]/k(x[1]));
q[1,1] := 1/(1-w[O]/k(x[1]))*diff(k(x[1]),x[1])"2;
a[2,2] := k(x[1])72;
q[3,3] := k(x[1])"2*sin(x[2])"2;

—

d

[ ko)

;De componenten van de inverse tensor.
> for ilf;om 0 to 3 do

qul[i,i] := 1/q[i,i]:
end do:

Berekenen van de 'Ricci'-tensor voor 9y

> K:=Ricci(q,qu):
Er geldt inderdaad dat K#v =0.

> £ K:=(i,j)->K[i-1,j-1]:
'K[mu,nu] '=Matrix(4,4,f_K);

0000
0000
K =
Hv 0000
0000
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Document A.4: Maple code en output voor het berekenen van de eerste orde vergelijkingen (2.38)-(2.39), na de
nulde orde vorm voor gy en gy te hebben vastgelegd volgens (2.40)-(2.41).

[> restart:

[> with(LinearAlgebra):
with (PDETools):
with(plots):

[> read "Procedures"

[> interface(showassumed=0):

V Invulwerk
[De niet-nul componenten van de tensoren g ,eng
B g[0,0] := -(1+2/c"2*(inv_1" 2*Phi[1](x[l])+inv_1‘4*Phi[2](x[l]
;%i’ 1] := (1-2/c”2/x[1]*(inv_1"2*m[1](x[1])+inv_1"4*m[2] (x[1]
))) " (-1);
g[2,2] := x[l]AZ
g[3,3] := x[1]"2*sin(x[2])"2;
q[0,0] :=-beta”2*(1-1/k(x[1])+inv_1"2*a[l](x[1])+inv_1"4*a[2]
(x[1]));
q[l,1]: =w[0]f2*(1—1/k(x[1])+1nv 1°2*b[1] (x[1])+inv_1"4*b[2] (x
[1]))7(=1)*diff(k(x[1]),%[1])"2
q[2,2]:=w[0] "2*(k(x[1]))"2; R
q[3,3]:=w[0]"2*(k(x[1]))"2*sin(x[2])"2;
2 (z v lzd)l(xl) +inv_l4d)2(x1))
gQ0F=—1—- 2
- 1
Ei17 2 (inv_12 ml(xl) + inv_I* mz(xl))
= c?x
1
822 =x]
g, 5 =x2$n(x2)2
2 1 . )
4.0 =-B [ - k(xl) +mvlza1(xl)+mvl4a2(x1)]
d 2
20
"o ( dx, k(xl)J
qy1 7

+ inv_I? bl(xl) +inv_[* bz(xl)

1
k()

2
ql3::w§k(xl) mn(xz)
| De energietensor
[> for i from 0 to 3 do:

for j from 0 to 3 do:
T[i,j]:=0:
end do:
end do:
> assume (alpha::real,beta::real,inv_1>0,k::real,k(r)::real,
r::real,r(k)::real,w[0]::real):

V Voorbereidend werk

[> for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
if i<>j then

g[i,j] := 0: gu[i,j] := O:
q[i,j] := 0: qu[i,j] == O:
else
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g[i,i]:=convert(series(g[i,i],inv_1,5),polynom):
g[i,i] :=convert(series(q[i,i],inv_1,5),polynom):
end if:
end do:
end do:

| De coéfficiénten van de inverse tensoren g"¥ en g*v
[> for i from 0 to 3 do

gu[i,i] :=convert(series(1l/g si],inv_1,5),polynom):
qu[i,i]:=convert(series(1l/q[i,i],inv_1, 5),polynom)
end do:

Opstellen van de op te lossen vergelijkingen
Berekenmg van de kromingstensor K 1n de g-ruimte en de Einsteintensor Guv

> K:=Ricci(q,qu):
G:=Einstein(g,gu):
for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
G[i,j]:=series(G[i,j],inv_1,5):
K[i,j]:=series(K[i,]j],inv_1,5):
end do:
end do:

[Voor de gekozen vormen voor gl(ﬁ) en ql(g}) zijn de nulde-orde veldvergelijkingen voldaan, wat te

| zien is aan het feit dat er geen (van 0=0 verschillende) Vergelljkmgen worden teruggegeven.
[> EQNS _G[0] :=banadosPertG(G,g,qu,T,inv_1,0);
EQNS_K[O0] :=banadosPertK(K,g, q,1nv 1, O),
EQMB; =leqn_G]

EQMBLK%:=[eqn_Kj

De eerste orde veldvergelijkingen (in functie van ren 6 i.p.v. x,

[> EQNS G[1]--51mp11fy(dchange({x[1]=r x[2]=theta},banadosPertG
(G,g,qu,T,inv_1,2))):

EQNS_ K[l]-=51mp11fy(dchange({x[1] r,x[2]=theta},banadosPertK
L (K,g9,9,inv_1,2))):

en xz).

Verander variabele van r naar k

[> omzettingsvgln 1l:=

diff(k(r),r)=17/diff(r(k),k),

d1ff(a[0](r) r,r) dlff(dlff(a[O](k) k)/diff(r(k),k),k)/diff(r
k), k
éi%f(%[O](r),r,r)=diff(diff(b[0](k),k)/diff(r(k),k),k)/diff(r
k), k),

éi%f(?hi[l](r),r,r)=diff(diff(Phi[1](k),k)/diff(r(k),k),k)
/diff(r(k),k),

diff(u[l](r),r,r)=diff(diff(ufl](k), k)/diff(r(k), k), k)/diff(r
k), k),

éi%f(%[l](r),r,r)=diff(diff(m[1](k),k)/diff(r(k),k),k)/diff(r

diff(a[l](r),r,r)=diff(diff(a[l] (k),k)/diff(r(k), k), k)/diff(r
k

él%f(%[l](r) r,r)=diff(diff(b[1] (k) k)/diff(r(k), k), k)/diff(r
k r 4

él%f(;[O](r) r)=diff(a[0] (k) k)/diff(r(k) k),

diff(b[0] (r),r)=diff(b[0] (k), k)/diff(r(k), k),
diff(Phl[l](r) r) dlff(Phl[l](k) k)/dlff(r(k) k),
Aiff(u[l] (r),r)=diff(u[l] (k) ,k)/diff(r(k), k),
diff(m[1](r),r)= dlff(m[l](k),k)/diff(r(k),k),
diff(a[l](r),r)=diff(a[l](k),k)/diff(r(k), k),
diff(b[1](r),r)=diff(b[1](k),k)/diff(r(k), k),
diff(k(r),r, r)——dlff(r(k),k)A(—3)*diff(r(k),k,k),
L r=r(k):
[> omzettingsvgln_2:=
a[0] (r(k))=a[0](k),
b[0] (r(k))=b[0] (k),
Phi[1] (r(k))=Phi[1l] (k),
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V Bereken de oplossing tot op eerste orde in Lz
[

:Definiéring van u(D (7).
[> Phi[l](r):=int(u[l](r)/r+m[1l](r)/r"2,r);

w(r)  om(r)
D, (r) = B + ) dr

| De veldvergelijkingen in functie van u(! (r), m(1) (+) en r (k).
> for i from 1 to 4 do:
if i=1 then
EQNS_G[l][i]:=simplify(isolate(EQNS_G[1][i],m[1](r)))
assuming diff(k(r),r)::real:
else
EQNS_G[1l][i]:=simplify(isolate(EQNS G[1][i],u[l](r)))
assuming diff(k(r),r)::real:

end if:
print (EQNS_G[1][i]):
end do:
d
w3[44*ﬂr)]
czk(r)3 dr
a4 _1 B
M) =3 k(r) — 1
1 Bw
uy(r)= =5 & (k(r) = 1) k(r) | —5—
- k)
d 5 d
@ul(r)=—rc BWO(WIC(”))‘
d 5 d
Wul(r):—rc Bwo(dfrk(r))‘

| Verander van variabele: r— k.
> simplify(subs({omzettingsvgln_1},EQNS _G[1l])):
EQONS_G_k[1l]:=simplify(subs({omzettingsvgln_2},%)):
for 1 from 1 to 4 do
if i<>2 then
EQNS G k[1][i]:=simplify (EQNS_G k[1][i]*abs (diff(r(k),k))
)y/abs (diff(r(k),k)):
else
EQNS G k[1][i]:=simplify (EQNS_G k[1][i]/abs(diff(r(k), k))
)*abs (diff(r(k),k)):

end if:
end do:
"EQONS_G_k[1] '=EQNS_G_k[1];
3
w
d 23| 0
wxmk ‘[3 1d ,
EQNS_G_kl: d =3 74 ’ul(k):_?‘ﬁr(k)‘kc (k
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d d

w Lk Bw| g Atk B,
d T d > d T d

ax " ‘dTV(k)‘ ax " ‘dTV(k)’
[Oplosssen van het stelsel:

> OPL _G[1]:=dsolve(EQNS G_k[1l]) assuming dJ.ff(r(k) k)::real:
OPL_G[1l]:=simplify(subs({_Cl=-abs(w[0])"3*c" 2/2/abs(beta)*h
[0]751gnum(d1ff(r(k) k))},0PL_G[1]));

) [Bw,

OPL G L=

d
r (k)
_b(_a)= d’;(k) ] {k=_a,rik) = elrtm tov2) ’,{u](k)_
1 d 1 1
—jkc2 (ﬁ ]Bw )], m](k)—ﬁ . q [02 2
Bs1gnum[ﬁr(k)]
wy d
wg signum 4 signum(ﬁr(k)) B+3
p (5 o)
wy d
wg signum —~d mgnum( " )) P +6
p (5 o)
wy d
wg signum 4 slgnum( a (k))k+6
p (5 o)
w3 d 3
wg signum dio mgnum( A (k)) In(k—1) —6h0 ?0 B
p [Er(k)]

> u[l](k):=simplify(rhs(OPL_G[1][2][1])/abs(diff(r(k),k)))*abs
(diff(r(k),k));
m[1l](k): —SJ.mle.fy(51mp11fy(rhs(OPL G[1][3][1]) signum(w[O]
A3/(beta*d1ff(r(k) k)))*w[0]"3/beta=abs (w[0]" 3 beta)/signum
(diff(r(k),k))}));

ul(k) :2—; ‘dk k)|kc (k—1) |Bw|
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w

c%@(who+3ﬁ+6k+6mw—1)+2ﬁ)

1
m](k) =17 q
mgnum( a (k))

dr
— (k)

De uitdrukking voor r (k) kan vereenvoudigd worden omdat OGN reéel is en dus

dr 2 dr 2

J a5 k) [ a5 k) ]

r(k) B r (k) ’

> simplify(op([1,2,2,1,1],OPL_G[l][1])) assuming _b(_a)::real;

dsolve(%);

r(_a)=op([1,2,1],0PL_G[1][1]);

51mp11fy(value(subs(6s,s)))

r(k): —rhs(51mp11fy(expand(subs({_a=k C1=B[0]/A[0],_C2=ln(—A

[01)},%)),{1n(k-1)-1n(k)=1n(1-1/k)}))

d _ -2+42 b(a) a+ d b(a)z—_bLﬁ)le— b( a)

da "~ _a(_a—1)

b(_a)=(-2 a*In(_a)—2 a®> Cl+2 a*>In(a—1)+2mn(a) a+2 a—2In( a

—1)_a+2_Cl_a—1)/((-2_Cl _a+ _Cl+2In(_a—1)_a—1In(_a—1)

—2In(_a) _a+mn(a)+2) (_La—1) _a)

b(_a) d_a+ _C2

r(_a) :e»J

1 1 1
2 0 0 T(AO—ZkAO)ln(l—?j

mag nooit gelijk worden aan 0. Het feit dat de onderstaande twee functies elkaar snijden

r(k) =By k— 5 B,— A, +

dk

betekent dat =0 voor een zekere k > 1 wanneersgn (Ao) =sgn ( Bo)' Daarom moet dus

dr
dk
sgn(Ao) * sgn(BO) gelden.

> 'diff(r(k), k) '=diff(r(k ;

plot(ln(1-1/k)-(1/2)*(1 )/(k 2%(1-1/k)),k=-2..3,y=-10..10)
plot(l,k=-2..3):
display(%,%%);

d
@ r
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10 1

-10

=Het feit dat de onderstaande twee functies elkaar snijden betekent dat » (k) voor
sgn (A ) + sgn( ) altijd een nulpunt k > 1 zal hebben.

[> 'r(k)'=A[0]*(-1-(k- 1/2)*1n(1 1/k))+B[0]*(k (1/2));
plot(-(k-1/2)*1n(1-1/k)-1,k=0.

plot(k-1/2,k=0..3):

display (%, ss),

k

Het regime waar r tussen + o en 0 zit, is het interessante regime.
> 'limit(r(k),k=infinity) '=limit(r(k),k=infinity);
"limit(r(k),k=1) '=limit(r(k),k=1);
Alim r(k) :signum(BO) o0

Il{linl r(k) =51gnum(A0) o0

[Voor B,>0 end < 0 kijken we dus naar k € [ ko,oo [
VoorA0 >0en B, < 0 kijken we naar k € ] 1, ko]'

59



(D)
Voor 4, < 0, B> Oenk € [ ko’ 0 [ divergeert mr(k()k) voor grote k (en dus grote r).

| = geen fysische oplossing
> A[0]:=-1: B[0]:=1:
plot(r(k),k=0..3);

24

-24

=Het gevalA0 >0, Bo <0Oenk e ] 1, ko]: "Logarithmic Branch".

> A[0]:=1: B[O]:=-1:
plot(r(k),k=0..3);

1

De rotatiesnelheid v(r) tot op eerste orde in 1—2
> A:='A': B:='B':

SignEQNS:={abs(diff(r(k),k))=-(diff(r(k),k)),signum(-diff(r

(k),k))=1}:

m[1] (k) :=subs(SignEQNS,eval(m[1] (k)));

u[l] (k) :=subs (SignEQNS,eval(u[l](k)));

~—
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w
my (k) == 3 Gl (<6 hy+3R+6k+6In(k—1)+2k) —_

ul(k) = -

1 1 A,—2kA4
: -

=unapply(simplify(inv_1l*sqrt(u[l](k)+m[1] (k)/r(k))) k):

2
—BO+AOln(1 ke (k—l)‘ﬁwo‘

=> v:
vi=k

H%invﬁlﬁ
[[[18’BWOIB(Z)kZ—12‘Bw0‘33k3—6‘[3w0‘3(2)k—lz‘Bwo‘kA(2)+3 ‘BWO‘AOBO

+6]Bw0]Ag—3‘Bwo‘Agln(k_Tl)+24’BWO’BOkZAO—M’BWO’BOkAO—M’BwO’
Agln[k_lek2+18|Bw0|Agln(k_Tl)2k2—12|Bw0|Agln(k;71]2k3+24|Bwo|
, (k=1 k=112 k—1
Aoln[T]k—6‘Bw0‘Agln(T) k—36‘Bw0‘BOk2Aoln[T]

@ k—1 k—1 )
+24|[3w0|30 Aoln[T] +12|Bw0|BokAoln[T] — 12w

k3] cz]/(—2Bok+B0

hy+6

Mo
B

w

Mo "

Mo "

Mo "

w2

2 2 2 _ 2
o k+12w0 k+12w0 In(k 1)-|—4wO

1/2

k—1 k—1
+2A0—AOIH[TJ +2AOIH[T)]€)

:De rotatiesnelheid heeft een eindige limiet voor r— o
> v_inf_ kwadr:=simplify(limit(v(k)"2,k=1));
w
cinv 2 (—4 w2 + BzAz) 2
1 - 0 0 B

4 A0

v_inf kwadr =
Dit is enkel positief als B2 A(z) —4 wg <0, want 4, > 0 verondersteld.
[Druk B0 uit in functie van de parameter ko’ de waarde van k waarvoor (k) =0 :

> eval(r(k),k=k[0])=0;
B[O0] :=solve(%,B[0]);

1 1 1
Boko_ TBO_A0+ 5 (AO—ZkOAO) ln[l — E] =0
1 1
AO 2—111[1—1{7 +211’11—k7 kO
0 0
B =
0 2k —1
[ Gebruik randvoorwaarden om ook 4 o €0 /1 in functie van k te schrijven:
mD m (k)
i i _ (1) =
jm, =~ * ‘:;35’}{0 s 7@ e ml(k) =0

> eval(m[1] (k),k=k[0])=0;

61



h[0] :=solve(%,h[0]);

2

w
_12c\@(—6hw+3%+6k0+6m(%—1)+2%)‘0_0
._1 2 1 3
ho'_7k0+ko+ln(ko_1)+ ?ko
L -
m(l)(k) 4 )(k)
lim | uM (k) + =0 < m(l)(k ) —0 en uV (kY 4+ lim dk—:o ot
o, r(k) 0 (%) T " ,
—r
dk
r(ky) =0 per definitie.

> opl:=simplify({solve(eval(eval(u[l](k),k=k[0])+eval(diff(m[1]
(k),k)/diff(r(k),k),k=k[0]))=0,A[0])});

_ 2 _ 2
i 2w, (21{0 1) ky 2w, (2k0 1) ks
I B B
[ De eindige limiet van de rotatiesnelheid uitgedrukt in functie van kO:
> A[0]:=opl[1];
simplify(v_inf kwadr);
A[O]:=0opl[2];
simplify(v_inf_kwadr);

opl :=

2w0(2k0—1)k(2)

AO::—
Bl
L czinv_lzwo(—l+4kg—4k(5)+kg)|w0’
2 (2ky = 1) kg
2w (2k — 1)K
4= 0( 0 )0
Bl
_L czinv_lzwo(—l+4kg—4kg+kg)|w0’
i 2 (2ky— 1) kg

V2 is steeds negatief, want 4, > 0 moet gelden en dat is in het eerste geval enkel zo als w, < 0 (want
ky>1) en in het tweede geval als w, > 0. De voorwaarde

BA2—dw2<0 e B
2
2w (2 — 1)

|I3| <4w§©4wgkg(4k(2)—4k0+l)<4w§©kg (4k§—4k0+1)

is namelijk nooit voldaan voor k) > 1.
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Document A.5: Maple code en output voor het berekenen van de oplossingen van de eerste orde veldvergelijkin-
gen, zoals in document A.4 berekend, maar met Z—]; > 0, in functie van r en voor het berekenen

van de corresponderende massadichtheid.

[> restart:

> EQN1l:=diff(m[l](r),r)*(1l-1/k(r))-w[0]"3*c"2/(2*beta)*k(r)"2*diff (k
(r),r)=0;
EQN2:=beta*c”2*w[0] *k(r)"2*(1-1/k(r))+2*diff(k(r),r)*u[l]=0;
EON3:=diff(u[l] (r),r)+beta*c”2*w[0] *r*diff(k(r),r)=0;
EQNS:=EQN1,EQN2,EQN3:

1 wgczk(r)2 (;—r k(r)) -

d 1
EQN]'f(Wml(”j [1_k(r) j_f b =0
EQN2 =B ¢ wy k(r)? (1 - ) +2 [ikm)u =0
’ 0 k(r) dr !
EQN3-=i +Bc? L =0
=4 u, (r) c Mbl‘( ar (r))
[Vindt de algemene oplossing van bovenstaand stelsel (zonder beginvoorwaarden), gebruik makend van

| machtsontwikkeling.
> Order:=2:
opl:=dsolve ({EQNS

},{k(r),u[l](r),m[1](r)}, series):
k(r):=value(rhs(opl[1l]));

2])

31)

~

m[1l] (r):=rhs(opl|[
u[l] (r):=rhs(opl][

I
Bcw k(O)z[l—ij
1
k() =k(0) = o — KO) )y 4 o(r?)
1
44k04
my(r) =my(0) = = M 02)

u (r) =u (0) + 0(r?)

:Gebruik de beginvoorwaarden om de waarden voor m(0) en u(0) te vinden:
> k(0):=k[0];

m[1](0):=0;
u[l] (0):=eval(solve(u[l] (0)=eval(-diff(m[1l](r),r),r=0),u[l](0))[1]

)i
k(0) =k,

'k(r)' = factor(eval(k(r)));
'm[1](r)' = eval(m[1l](r));
'u[l](r)' = eval(u[l](r));

k(r) =k, — Pll=1) r+0(r?)

1
u (r)= 5 gcz ké +0(r?)
[Berekening van de Laplaciaan van de Newtoniaanse potentiaal. Hiervoor worden de oplossingen net iets

Laccurater berekendt.
> Order:=3:
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k(r):="k(r) ' ':u[l](r):="u[l](r) ' :m[l](r):="m[l](r)": )
opl:=dsolve({EQN1,EQN2,EQON3},{k(r),u[l](r),m[1](r)},series):
k(r) :=convert(rhs(opl[1l]),polynom):
m[1l] (r) :=convert(rhs(opl[2]),polynom):
u[l] (r):=convert(rhs(opl[3]),polynom):
afg Phi(r):=1/1"2*(u[l](r)/r+m[1l](r)/r"2):
4*Pi*G*rho(r)=simplify(series(1l/r"2*diff(r"2*afg_Phi(r),r),r));

ZWOCZB(kO—l) )

I c” (ky,— 1

AmGp(r) = ! NERLAS Gy

r 2 12 ko
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Document A.6: Maple code en output voor het berekenen van de oplossingen van de eerste orde veldvergelijkin-
gen, zoals in document A.4 berekend, maar met z—]; > 0, in functie van k.

;> restart:

| Berekenen van de oplossingen van de eerste orde veldvergelijkingen in functie van &

> ODEl:=diff(m[1] (k),k)*(1-1/k)-w[0]"3*c"2+k"2/(2*beta)=0;
ODE2:=beta*c”2*w[0]*k"2*(1-1/k)*diff(r(k),k)+2*u[l] (k)=0;
ODE3:=diff (u[l] (k),k)+beta*c”2*w[0]*r (k)=0;

oer = (& mw) (1- 1) LR

ak ™ k) 2 B
ODE2 =B ¢* w, k? (1— l—j (ir(k)) +2u (k)=0
' 0 k dk 1

d
0DE3F=aE—uNk)+7Bczwbr(k)=0

> opl:=dsolve({ODEl,ODE2,0DE3}):
sideRel:=_Cl=-1/4*A[0] * (beta*w[0]*c"2), C2=-B[0]/2*beta*c”2*w[O0],
ln(k-1)-1n(k)=1n(1-1/k):
m[1] (k) :=factor(simplify(rhs(opl[2]),{_C3=-w[0]"3*c"2/(2*beta)*h
[0]1}));
r(k):=éxpand(simplify(rhs(opl[1]),{sideRel}));
u[l] (k) :=simplify(rhs(opl[3]),{sideRel});

1 c%@(3ﬁ+6k+6mw—1)+zﬁ—6h0

nﬁ(k)::ATf

p
._ 1 1 1 1
F(k) = Ay + By k — Z—Bo—ln(l - ?JAOk—f— 5111(1 - ?JAO

u

1
(k) =7

1
—-%f)AOBczmb

. (2k71)A038wb+—%w—2k2+2k)3038wb+—%(2k272knn@

65



Document A.7: Maple code en output voor het berekenen van de integratieconstanten s, Ag en By en de asympo-
tische rotatiesnelheid ve..

> restart:

> with(plots):

> r:=k->A[0]*(-(k-1/2)*1n(1-1/k)-1)+B[0]*(k-1/2);
u[l]:=k->1/2*beta*c”2*w[0]*(A[0]*(k"2*(1-1/k)*1n(1l-1/k)+k-1/2)-B
[0]1*(k"2-k));
m[1l] :=k->w[0]"3*c"2/(2*beta)*(1/3*k"3+1/2*k"2+k+1ln(k-1)-h[0]);

e (= 1) (1 1)) (s )
et o 6 (1= (1= 1) +1- ) -0

1 1
3.2 _ _
| Mo (3k3+2k2+k+ln(k 1) ho)
2 B

my =k—

| Definitie van de rotatiesnelheid en de asymptotische waarde V2

[> vi=k->sqrt(1/1°2*(u[l](k)+m[1l] (k)/r(k))):
v_inf_ kwadr:=factor(limit(v(k)"2,k=1)):

— mW(k
) m (k)
lim (u(”(k)—i— D (k) ):o om0 (k) =0 en ull (k) + lim 4 —0, want
k—k r (k) 0 0 k—k d
0 0 ——r(k)
dk
r(ko) =0 per definitie.
[> B[0]:=solve(r(k[0])=0,B[0]):
h[0] :=solve(m[1] (k[0])=0,h[0]);
A[O]:=solve(u[1l](k[0])+D(m[1]) (k[O0])/D(r) (k[0])=0,A[0]);
A[0]:=A[O0][1]:
B[O]:=B[0];
1 1
hO::S—kg+2—k§+k0+ln(k0—l)
A.:2w0k20(2k071) C2woky (2ky— 1)
’ B B
2w i (2m(1— L)k —m(1- 1 +2
0"0 k, | k,
BO::
B

[ De rotatiesnelheden horend bij een systeem gaan naar een eindige waarde voor k— 1:

[> 'v_inf kwadr' = simplify(expand(numer(v_inf_ kwadr))/denom
(v_inf_kwadr));
2.2 6 5 4
1 cowy (4ky—4k+ky—1
v_inf kwadr= 5 0 ( 3 0 0 20 )
kg (2 ky—1 ) /
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Document A.8: Maple code en output voor het algemeen oplossen van de dubbele perturbatie voor T‘E"?) #0 tot
aan de ordes (1,1) en (2,0).

[> restart:

> with(LinearAlgebra):
with(IntegrationTools):
with (PDETools):

[> read "Procedures":

¥ Begincondities

| De componenten van de g- en g-tensoren tot op tweede orde in €.
[> g[0,0] := -(l-x[1]"2*Lambda/3+epsilon*a_1(x[1])+epsilon”2*a_2

(x[11));

g[l,1] := (1-x[1l]"2*Lambda/3+epsilon*b_1(x[1l])+epsilon”2*b_2
(x[11))"(-1);

g[2,2] := x[1]"2;

g[3,3] := x[1]"2*sin(x[2])"2;
q[0,0]:=-(ga*(1l-x[1]"2*Lambda/3)+epsilon*c_1l(x[1])+epsilon”2*
c_2(x[11));
q[l,1]:=(ga”"(-1)*(1l-x[1l]"2*Lambda/3)+epsilon*d_1(x[1])+
epsilon”2*d_2(x[1]))"(-1);
q[2,2]:=(gatepsilon*e_1(x[1])+epsilon”2*e_2(x[1]))*x[1]"2;
q[3,3]:=(gatepsilon*e_1(x[1l])+epsilon”2*e_2(x[1]))*x[1]"2*sin
(x[2])72;

go,0::_1 + é—x?A—eail(x]) —82a72(x])

1

SR 1, 2
1 — 3—xlA+£b71(xl) + € b72(x1)
gz,zzzx%
253 =x sin(x2)2

Gp, 0= ~84 (1 — ;—X%A) —ec_l(xl) —826_2()61)
1

91,17

1 — = xIA

1
3 2
+ed I(x) +e d2(x)

95 2= (ga +8€71(xl) +£2672(x1)) x%

9 5= (ga +€e_1(x1) +sze_2(xl)) x% Sin(xz)2

f> assume (alpha::real,inv_l::real,ga::real,Lambda::real):

V¥ Voorbereiding

[> interface(showassumed=0):

| alias(1l/1=inv_1):

> for i from 0 to 3 do

for j from 0 to 3 do
if i<>j then

g[llJ] = 0: gu[é‘lj] = 0:
a[i,j] := 0: qu[i,]j] := 0:
else

g[i,i]:=convert(series(g[i,i],epsilon,3),polynom):
q[i,i] :=convert(series(q[i,i],epsilon,3),polynom):
end if:
end do:
end do:

| De coéfficiénten van de inverse tensoren g¥ en g#"
[> for i from 0 to 3 do
gul[i,i]:=1/g[i,i]:
qu[i,i]:=1/q[i,i]:
end do:
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| Berekenen van de energietensor a.d.h.v. de viersnelheid U.
> u:=[(-g[0,0])"(1/2),0,0,0];

U=

/1 — ;—x%/\+€a71(xl) +& a_2(x).0,0,0

> U _u:=[add(gu[O0,n- 11+U[n], n=1. .4),add(gu[1,n-1]*U[n],n=1..4),
a [2,n-

u:=
dd(gu[2,n-1]*U[n],n= 4) add(gu[3,n—1]*U[n],n=1..4)];

/1— ;ffoJrsaJ(xl) +ea_2(x)
Uu= : - ,0,0,0
-1+ 3—x%A—£a7](xl) —¢€ a72(x1)

> simplify(add(U[m]*U_u[m],m=1..4));
-1

> for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
T[1, —(ep51lon*rho[1](x[1])+ep5110n*p 1(x[1])+
epsilon” 2*p 2(x[1]))*U[i+1]*U[j+1]+(epsilon*p_1(x[1])+
epsilon”2*p_2(x[1]))*g[i,j]:
Tu[i,j]:=add(add(gu[i,a]l*gu[]j,b]*T[i,j],a=0..3),b=0..3):
end do:
L end do:

;Behoud van baryonische energie levert een uitdrukking voor p (r) op.
> Gamma_u:= Christoffel_u(g,gu,bla);
Gamma_u = Gamma_u

> CovT:=covDerivativae(Tu,Gamma_u, [x[0],x[1],x[2],x[311);

CovT = (n,r,m)— Tunr-i-add(Gamma_u Tu k=0..3)
6[x0, X5 Xy, x3]m+l > 1,

k,r
+add(Gamma7ur kTun k,k:O..?a)
m, 4

> add (CovT(m,0,m) ,m=0..3)=0;
EQ p: —dchange(x[l] r, 51mp11fy(add(CovT(m 1,m),m=0..3)=0));
add(CovT(m,2,m),m=0..3)=0
add(CovT(m,3,m) ,m=0 ..3) 0,
0=0

EQ p =~ L (8 -3+ A) (—2rAp71(r)—2rA8p72(r)+38[d—a71(r))p71(r)
d 2( d 3
+38 (d— 1(r)jp_2(r)+38 (Ea_Z(r)jp_l(r)-i-Ss (—a_Z(r)jp_ﬂr)
-2 A+3 d +3 o) +e (L
Py rA 43y e (g at(n) ) 430,00 € (a2 ) 46 (gopt ]
_ d 5 d d 2
2(d—rp_1(r)jr A+6(d—rp_](r)jea_l(r)+6(d—rp_](r))e a 2(r)
d _ d 5 2( d
+6£(Ep_2(r)j 28(513_2(/’)]/’ A+6¢ (Ep_Z(r))a_I(r)
+683((%p_Z(r)ja_2(r)])/((3—r2A+38a_1(r)+382a_2(r))(9—6r2A

FA = 9eb I(r)+3b 1(r)erPA—9¢€b 2(r)+36 b 20r) PA+9€ b 1(r)?)

)=0

| De coéfficiénten van de inverse tensoren g"¥ en ¢"" ontwikkeld volgens €.

[> for i from 0 to 3 do
gu[i,i]:=convert(series(l/g[i,i],epsilon,3),polynom):
qu[i,i]:=convert(series(l/q[i,i],epsilon,3),polynom):

end do:
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¥ Opstellen van de op te lossen vergelijkingen

Berekemng van de kromingstensor K m de g-ruimte en de Einsteintensor Gﬂv

> K:=Ricci(q,qu):
G:=Einstein(g,gu):
for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do
G[1i,j]:=series(G[i,]j],epsilon,3):
K[i,j]:=series(K[i,]j],epsilon,3):
end do:
end do:

—De nulde orde vergelijkingen

[> EQNS _G[O0] :=banadosPertG(G,g,qu,T,epsilon,0):
EQONS_K[O0]: banadosPertK(K,g,q,ep51lon 0):

| Uit de nulde orde veldvergelijkingen halen we de reeds theoretisch bepaalde waarden voor y en A
> opl:=solve({op(EQNS_G[O0]) ,op(EQONS_K[O0])}, {ga,Lambda});
ga:=rhs(opl[1l]):
Lambda:=rhs (opl[2]):
Warning, solve may be ignoring assumptions on the input variables.

1 2

| (7)
opl = ga=-444447,A:=—44JL47
-1+ -1+

| De vergelijkingen voor eerste orde in €

[> for i from 0 to 3 do
for j from 0 to 3 do

G[i,j]:=simplify(G[i,j]):
K[i,j]:=simplify(K[i,j]):
gli,j]: —Slmpllfy(g[lrjlzz
gufi,J]: =simplify(gu[i,jl):
q[i,j]: —51mp11fy(q[1,312=
qu[i,j]:=simplify(qu[i,j]):
end do:
end do:

EQNS_G[1] :=dchange({x[1]=r,x[2]=theta}, banadosPertG(G,g,qu,T,
epsilon,l)):

EQNS_K[1l] :=dchange({x[1l]=r,x[2]=theta},banadosPertK(K,qg,q,
epsilon,l)):
EQONS_p[1l]:=dchange({x[1l]=r,x[2]=theta},pertEQNS([EQ_p],
epsilon,1,"no")):

De vergelijkingen voor tweede orde in €

> EQNS_G[2]:=dchange({x[l]=r,x[2]=theta},banadosPertG(G,g,qu,T,
epsilon,2)):
EONS_K[2]:=dchange({x[1]=r,x[2]=theta},banadosPertK(K,qg,q,
epsilon,2)):
EONS_p[2]:=dchange({x[1]=r,x[2]=theta},pertEQNS([EQ_p],
epsilon,2,"no")):

Alle vergelijkingen worden ook nog eens geperturbeerd volgens 117

> a_l:=r->a[l1,0](r)+inv_1"2*a[l,1](r)+inv_1"4*a[l,2](r):
b_1l:=r->b[1,0](r)+inv_1"2*b[1l,1](r)+inv_1"4*b[1,2](r):
c_l:=r->c[1,0](r)+inv_1"2*c[1l,1](r)+inv_1"4*c[1l,2](r):
d_1l:=r->d[1,0](r)+inv_1"2*d[1,1](r)+inv_1"4*d[1,2](r):
e _l:=r->e[1,0](r)+inv_1"2*e[1l,1](r)+inv_1"4*e[1l,2](r):
|l p_1l:=r->p[1,0](r)+inv_1"2*p[1l,1](r)+inv_1"4*p[1l,2](r):
> a_2:=r->a[2,0](r)+inv_1"2*a[2,1](r)+inv_1"4*a[2,2](r):
b_2:=r->b[2,0](r)+inv_1"2*b[2,1] (r)+inv_1"4*b[2,2](r):
c_2:=r->c[2,0](r)+inv_1"2*c[2,1] (r)+inv_1"4*c[2,2](r):
d_2:=r->d[2,0](r)+inv_1"2*d[2,1] (r)+inv_1"4*d[2,2](r):
e_2:=r->e[2,0](r)+inv_1"2*e[2,1] (r)+inv_1"4*e[2,2](r):
|l p_2:=r->p[2,0](r)+inv_1"2*p[2,1](r)+inv_1"4*p[2,2](r):
> for i from 1 to 2 do
for j from 0 to 2 do
eqns_G[l,]]:—pertEQNS(EQNS G[1] inv_1,3j*2, ):
eqns_K[i,j] :=pertEQNS (EQNS_ K[1] inv 1,]*2 ):
eqns_p[i,j] :=pertEQNS(EQNS_p[i],inv_1,j*2, ")
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L end do:
end do:

¥ Bereken de oplossing tot op eerste orde in &

V Zoek de oplossing tot op nulde orde in 117

> G:='G': alias(G=G_c):
Voor niet-relativistische materie moet het (1,0)-deel van p (») nul zijn.
> eqns_p[1,0][1];
p[1l,0] :=unapply(subs(_Cl=Cp[1l,0],rhs(dsolve(eqns_p[1l,0])[1]

))/E);
Cp[1,0]:=0;

d
dTpl,O(r) =0

P =IO,
Cp1 0=0
De (1,0)-vergelijkingen corresponderend met G v

> for i from 1 to 4 do pr:l.nt(eqns G[1,0][i]) end do:
d
r(abl’o(r)) +b1,0(r)

=8nGp,(r)

1 d d 2
5 r(a al’o(r) + O bl,o(r) +r [d— al’o(r) ] j =0

1o d d 2
5 rsin(0)’ [W @y, () + 4 by o(r) +7 [dT a, o(r) ) ] =0

[De (1,0)-vergelijkingen corresponderend met K#v. Er is eigenlijk nog een vierde vergelijking

| berekend, maar die is evenredig met de derde, net als hierboven.
> for i from 1 to 3 do print(convert(eqns_K[1,0][i]/
(alpha-1) ,parfrac,alpha)) end do:

d 2
2 (Ecl,o(r)) +r [;761,0(1’)]

1
7 ; -0
27 ) +r[ L c d
1 dr2 10 dr 0(r)
5 + =0
(-1+a)r
d 1 2 1 d
zr(ﬂel,o("))"‘f’z(iﬁz el,o("))"‘j”(acl,o(”)) ey o(r)
d
1 r(ﬁdl,o(”))'i_Zdl,o(r)
+ > -0

(—1+0L)2

De definitie van m(!) () geeft elegantere oplossingen. Merk op dat de oplossingen voor a(1-9

Len 5(1-0) zeer sterk lijken op de Scwarzschildoplossing.

[> rho[l](r):=1/4/Pi/r"2*diff(m[1l](r),r);

OPL[1,0] :=dsolve({op(eqns_G[1,0]), op(eqns K[1,0])},{a[l,0]

(r),b[1,0](r),c[1,0](r),d[1,0](r),e[1,0](F)}):

8?1)..[1 ,0]:=subs({_C1=C[1],_c2=C[2], C3=C[3], C4=C[4]},0PL[1,
’
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aant_int_cst:=4;

d
(r) = ! a;’"ﬂr)
P =g T r?
2Gmy(r) —C, 2Gm(r)—C,
OPL, = |a, o(r)= — 2 dr+ Cp, by o(r) =~ p ¢ () =C
1+a) (-c+r (8
C, F +a) -Gyt a;qﬁU) +QMVW
+ == d, o (r) = - . »e1,0(r)

aant _int cst =4
[Randvoorwaarden bepalen C,en C,.

(§)(0) #w < C,=2Gm(0)=0

E&(O)% o & C,=0

> OPL[1,0]:=subs({C[2]=0,C[4]=0},0PL[1,0]);

o N

2Gm(r) 2Gm,(r)
OPLL0:: a; o(r)= . dr%—CPbLO(r)=—
(-1 +'a)2(72 [é;’eLo(V)) +'eL0(V)V)

r

: 1 - 2

lim dg) (r) = -(a—1) elg) (0)

0] :=unapply(rhs (OPL[1,
0] :=unapply(rhs (OPL[1,
0] :=unapply(rhs (OPL[1,
0] :=unapply(rhs (OPL[1,

1
V Zoek de oplossing tot op eerste orde in 17

:Berekening van p(: 1) (7) met het behoud van baryonische energie.

[> rho:='rho':

convert(eqns_p[l,1][1l],parfrac,alpha);

p[l,1] :=unapply(subs(_Cl=Cp[l,1],rhs(dsolve(eqns_p[l,1],p
[1,11(x))[11)),x);

d 1 p(r)yr

a0y Ty

. 1 pl(r)r
plvl.—r—>{ 37—14—0( dr-{—Cp11

[De (1,1)-vergelijkingen corresponderend met le.
> rho[1l](r):=1/4/Pi/r"2*diff(m[1](r),r):
for i from 1 to 3 do print(convert(simplify(eqns_G[1l,1][i]
) ,parfrac,alpha)) end do:
d d my(r)
b“(,)JH(ib (,)) ZG(d—ml(r))—Scl—(SG — dr
ot dr 11 + 1 : :

r 3 -1+o

7
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3 1 1 d
=Aj—qﬁ(r)— 57C3+ fJA(H?eLOU))

d my (1)
| 4G(d—rml(r))r—9clr—18G 3 drfr+6Gm(r)
+ L 7
6 (-1+a)r
d my (1)
bl’l(r)Jrr(Ea“(r)) | 40 S dr | re2Gm () =2Cpr
2 Ty ] -
r 3 (—1+-a)r
1 1 d 1
—Equﬂr)+Aii‘(a;ehow))-+8(;Cph1n—-§fC3
- d
() & mr)
_3Qr+18Gmﬂr)—6G[ 5 M]r—4rG p dr
1 Jor
+7
6 (-1+a)r
1 d? d d
E—r[r(AjfaLNr)]+—a;bhﬁr)+-a;aL1W)j
my (1) d
r 4Gm”r%+4G 3 dr r+G(47m“H)r+2C”
1 ” dr _ l,r2(
3 -1+o 2
d
—el’o(r)—r(d—rel’o(r))+16GCp1’1n—C3)
d
ml(r) Eml(r)
r 3Qr+6GmMry+6G{ 5 WJr+4rG p dr
1 J r
6 -1+a
[ Bereken de oplossing voor a1 p(h 1) en (10,

> OPL_G[1,1]:=simplify(dsolve({op(eqns_G[1l,1])},{a[l,1](r),Db
[1,11(r),e[1,0](r)})): .
OPL_G[1l,1]:=subs({_Cl=C[aant_int_cst+1l],_C2=C
[aant_int_cst+2],_C3=C[aant_int_cst+3],_C4=C
[aant_int_cst+4]},0PL_G[1,1]):
aant_int_cst:=aant_int_cst+4;

aant _int cst:=8

> a[l,1]:=unapply(Combine(convert(simplify(value(Expand(rhs
(OPL_G[1,11[1])))) ,parfrac,alpha)),r);

b[1l,1] :=unapply(Combine(convert(simplify(value(Expand(rhs
(OPL_G[1,11[2])))) ,parfrac,alpha)),r);

e[1,0] :=unapply(Combine(convert(simplify(value(Expand(rhs
(OPL_G[1,1][31)))),parfrac,alpha)),r);

=r—

ay

3 r
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ml(r)) 8 Gm(r)
—24rGm( dr + dr r3+[ 7dr]r3

C—6C+rC—3Cr

7

(1) G 1 —C7-+-3C8r3
ey =r=|| -5+ d-l——i3
’ (—1+oc) 3 r

De (1,1)-vergelijkingen corresponderend met K v

+8Gm( (ry 2+ G,

> for i from 1 to 3 do prlnt(convert(51mp11fy(va1ue(eqns K[1,
1]1[i]))/ (alpha-1),parfrac,alpha)) end do:

d? d
&) (o] g
- +

2 r -1+ a
d m(r)
| G(4ml(r)+(drml(r))r+6ru " dr)]
T3 2 =-G
(-1+a)r
m(r)
-2G 3 dr | = C, — G
r
J’_
-1 +a
d d? d?
! 4(d—re]’](r))+2r(ﬁel’](r))+r[mcl’l(r)]
2 r
+L4C7+6C8r3—3r3C3
9 (—l—i—oc)r3
d d m(r)
+1 —G(d—rml(r)]r+3(d—rdl,l(r)j—6Gml(r)—4rG > dr
3 (—l—i—oc)zr
se43cr—erc||M g
1 2C7+3Cr 1 7 8 72
= J’-i
3 r 3 (—l—|—0c)r3
m,(r)
ZG[ml(r)-f-r[J 12 r])
B r
(—1+(x)2r
d 1 d? 1 d
el,l(r)+2r(d761,l(r))+jrz[ﬁel,l(r))+jr(d761,l(r))
-3r3C,—-2C,+6C, 13
+;— 3 ! § +é— ! 2(—4er1(r)
(-1+a)r (-1+a)

r r

-2G (diml(r))rZ—SrzG (Jml(zr) dr) +6d1~1(r) +3r(:—rd“(r))J
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my(r)
3 1 3
. —C7+3C8r3 . -6r G[Jrzer—Q-i-SCSr
=_ +

3

r 3 (—1+0c)r
my(r)
2rZGU -~ dr]
_ r
(-1+0a)
hﬂ&mdm@%mgmmdllmd ) in functie van e(!> 1),

> simplify(dsolve({eqns_K[1,1][1],eqns_ K[l 1][2],eqns_K[1,1]
[31},{cl1,11(xr),d[1,1T(x),e[1,1]1(x)})

OPL K[l 1]: —subs({ Cl= C[aant int cst+1], Cc2=C

[aant int_cst+2],_C3=C[aant_int_cst+3]},%):

aant_int cst:=aant_int_cst+3;
Warning, it is required that the numerator of the given ODE
depends on the highest derivative. Returning NULL.

aant_int_cst =11

> isolate(OPL_K[1,1][2],m[1]);

c[1l,1]:=unapply(Combine(convert(simplify(value(Expand(rhs
(OPL_K[1,11[1])))) ,parfrac,alpha)),r);
d[1,1]:=unapply(Combine((alpha-1)“2*convert(simplify(value
(Expand(rhs (OPL_K[1,1][3]))))/(alpha-1)"2,parfrac,alpha)),

r);
0=0
6m, (r)
1 d
J[f 2 dr] r?dr J.(aml(”))”zdr J4 rm (r) dr
G + +
PR, 2 2 2 2
b 3 (-14+a)
12.Gm (r)
J[ — er r2dr
J " dr—i—Cgrz-i-C3r2+r2C1
1 72
dr+ —
3 -1+
1 -3C +-r3Cg—+3 C,r
J’-i
3 r
dll—r

6e (r)r+rCi+6r? (;761,1(”) +6C,—3Cr+4C

7

72 Gm(r)
J( [-72 jdr)r2dr—3r3cl—4c7
"

(-14+a)r

J’_

L
18

(—1 +—a)2
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¥ Bereken de oplossing tot op tweede orde in €

V Zoek de oplossing tot op nulde orde in ILZ

:Berekening van p(>9 (r) met het behoud van baryonische energie.
[> rho:='rho':
eqns_p[2,0]1[1];
P[2,0] :=unapply(subs(_C1=Cp[2,0] ,rhs(dsolve(eqns_p[2,0],p
[2,0]1(r))[1]1)),xr);
p(r)Gm(r) 4
— + Epz,o(r) =0
[ p,(r) Gmy(r)

Pro=r— 3

dr+ G
, P30

De (2,0)-vergelijkingen corresponderend met G v

> rho[1l](r):=1/4/Pi/r" 2*d.1.ff(m[1](r) r)

eqns_G[2,0]: —51mp11fy(eqns G[2,0])

for 1 from 1 to 3 do if i=1 then prlnt(lsolate(eqns G[2,0]

[i],m)) else print(eqns_G[2,0][i]) end if end do:

d
by o(r) +r(d—rb2‘0(r))
- 3 :0
”

{ .
—|4rGm
(sremon

ml(r) E 2 2 5(d
5 dr +2er1(r)C1+4G m(r)°—r (—az’o(r)]

dr
-(d
(5ml(r)]ml<r)

r

—rzbzgo(r)) =-2G |G

1 1 d d
Ty r—z(—4G2m1(r)2+6G2ml(r) [d—rml(r))r—rz’ [—az’o(r)) —4rG2m1(r) [
: )

7

dr) —2erl(r) Cl—i-4Gzr2 (;—rml(r)J [

2
+2Gr2(;—rm](r))Cl—r4[dd7a2’0(r))—r3(§7b2’0(r)] =-2r12G|G

y dr —4Cp2’07t

| Bereken de oplossing voor a(> 9 en 5(%9)

> OPL_G[2,0]:=dsolve({eqns_. G[2 0][1],eqns_G[2,0][2],eqns_G[2,
01131},{al2,01(x),b[2,0]1(x)}):

OPL G[2 0]: —subs({ Cl=C[aant__ int_cst+1],_cC2=C

[aant int_cst+2],_C3=C[aant_int_cst+3]},0PL_G[2,0]):

aant_int_cst:=aant_int_cst+3;

aant _int _cst =14

=unapply(rhs (OPL_G[2,0][1]),r

a[2,0]: )i
b[2,0] :=unapply(rhs (OPL_G[2,0][2]),r);

my (1) 5 5
3 dr | +2rGm(r) C,+4G m(r)*—rcC

ay g =r— r% 4rG2m|(r)(

” 13
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dr +8Gr4Cp20n dr+C),

C13
=

by ,:
2,0 ’

De (2,0)-vergelijkingen corresponderend met K v
> eqns_K[2,0]: —s:.mpl:.fy(eqns K[2 0]):

for 1 from 1 to 3 do print(convert(eqns_K[2,0][i]/(alpha-1)
~2,parfrac,alpha)) end do:

d? d
L —r(d762’0( ))—Z(dr ’(r))

=0
2 (-1+a)r
d
C, (24C,rP+7C == dy (1) m. (r)
pemsn fen ey
r (-1+a)’r (-1+a)r r
—IOrG( )C-+MI?Gm()+42[g—e u))ﬁ
dr 20
6 6 4 d
+6r( )-i— ( czo(r))—24C8r G(aml(r)))
m,(r
2 G ()(i ())r+m()2+4ﬁ i) dr (Efm(ﬂj
dr 72 dr 1
+ 5 =
(—1+(x) r
d
| -TC—12GrC 418 C2 1" 1’(@d2,o(r))+”z,o(”
18 6 + 2 3
r (—1~|—oc)
+1 ! 2C, G +6 4430 d
F eyt GO o et (G

d 4 m, (r) 4 (d
_SVG[Eml(r))C7—24rG S C8—12C8}’G(Eml(r))

d 5 3 6 [ d? my (r)
+ 12 (aez’o(r))r —24C8r Gml(r)+3r d782,0(}’) +8rG 3

p
dr] C7J + 12[G2 [3 m,(r) (iml(r))r+4ml(r)2+4r2[
(-1 4+a) 2 dr

m(r) d m(r) S ([mi(r) ?
= dr (aml(r))-i-Sr = dr | m (r) +4r 3 dr =0

| Bereken de oplossing voor ¢(>9 en d(>9 in functie van e(> 9.
> dsolve({eqns_K[2,0][1],eqns_K[2,0][2],eqns_K[2,0][3]},{d[2,

0]1(r),c[2,0](r),e[2,0](x)})*

OPL K[2 0] —subs({ C1 =C[aant__ int_cst+l],_C2=C

[aant int_cst+2],_C3=C[aant_int_cst+3]},%):

aant_int cst:=aant int cst+3;
Warning, it is required that the numerator of the given ODE
depends on the highest derivative. Returning NULL.
Warning, it is required that the numerator of the given ODE
depends on the highest derivative. Returning NULL.

aant int_cst =17

[> isolate(OPL_K[2,0][2],m[1]);
c[2,0] :=unapply(rhs (OPL_K[2,0][1]),r);
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a-1)"2*convert(simplify(value

d[2,0] :=unapply(Combine( (alph
1))))/(alpha-1)"2,parfrac,alpha)),
0

(Expand(rhs (OPL_K[1,1][3
r);
=0

C
:=rﬁCw+—J£

C.
2,0 ”

2.0

(=)o) )]

6el’l(r)r+r3C3+6r2(iel’l(r)) +6C,—3Cr*+4C,

_ 1 dr
6 r
72 Gm(r) 5 3
1 J i — dr | r*dr—3r°C, —4C, ,
P
4+ -1+«
18 (—1+-a)r ( )
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Document A.9: Maple document dat de perturbatief berekende oplossing voor een massief scalair veld dat kop-

pelt aan materie vergelijkt met de exacte oplossing om meer te weten te komen over de in de
perturbatieve methode vrij gelaten integratieconstanten.

¥ Exacte oplossing

[De exacte oplossing van een massief scalair veld dat koppelt aan materie. Deze wordt tot slot

Lontwikkeld volgens m om een vergelijking mogelijk te maken met de perturbatieve oplossing.
L > restart

> ODE = diff (6(r), ) + 2diff (9(r), r) =m0 (r) =47 G p(r);

d
G 2 (g o)
ODE = o(r) +

4 ; —m¢(r)=4mGp(r)
. exp(-mr) c,exp(mr) 47:Gp0.
> 0, =roc ; + - - R
dyexp(-mr) dyexp(mr)
q)nut =r— + >
r r
c e*l" r c e)l1 r 4 TC G
. =r— ! + - Po
n 7 r m?
d e_iﬂ r d2 emr

¢()ut sre 7 7

:Berekening van de integratieconstanten uit de randvoorwaarden.
> RVW = 0,,(r0) =0,,(r0), D(¢m) (r0) :D(q)(m) (r0), op( (2,11, limit(D(¢in) (r),r

-0)) -0

c.e ! r0 c. e r0 4G P d. e ™ r0 d. e r0 c.me ™ r0 c.e ™ r0
RVW = 1 + 2 _ o _ 71 + 2 _ 1 _ 1
' 0 0 m2 0 0 0 702
02 m e r0 Cz e r0 d] me ™ r0 d] e m r0 dz m e r0 dz e r0

r0 02 0 e T g cataet?
=> opl = solve( {RVW}, {cl, 5 dl});
¢, = expand (rhs(opl[1]));
¢, = expand (rhs(opl[2]));
d, = expand (rhs(opl[3]));

dym* e +2mnGp,r0+2nGp,
opl=1\c =~

m3 emr0 )

d2m3e”’"0+2mTr,GpOr()+271:Gp0

1713 e r0 > %
1 mr0 m r0 -mr0 3 amr0
(2" mnGp,r0 — 2" nGp,+ e d,m’ e
e m r0 ”13 e r0 0 0 2

+2e M mRGpy 0+ 2w G py)

2nGp,r0 2nGp,

c. = -
1 2 m2 e r0 n13 e r0
2nGp,r0 2nGp,
6= dz m2 e 70 m3 e 70
m r0 m r0
_ 2" Gp,r0 2" Gp, 2nGp,r0 2nGp,
dy=- 2 + 3 —d, - 2omr0 3 om0
m m m=e™’ m> e’

- limit(expand (simplify (9,,,(r) ) ), r=o) =0;
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m r0 m r0
i _Ze n G p, 70 2e nGpO_ d, B 2nGp,r0 B 2nGp,
r— 2 mr 3 mr mr 2 mr amr0 3 mr amr0

m-re m re re m-r¢ € m r¢ €
d.emr
+ =0
r
d, =0

:Ontwikkeling volgens m ter vergelijking met de perturbatieve oplossing.
> expand(series(q)in(r), m, 8 ) );

4 1 1
3—Tpo0r2—2r02nGp0+3—r037tGp0m+(—3— nGpOr—z— nGp0
—I—l—nGpr“)m2+(2—r03nGp r2+2—r05nGp m +

30 0 9 0 15 0

1 7'l',Gp0 76

1 1 1
BETE 104 G p, r? — 3¢ 0°n G p,— ;02nGp0 Jm4+0(m)

=> expand(series(q)om(r), m, 8) );

4 10°nGpy 4 [ 5 r051tGpOJ R
B +3—r0 nGp,m+ *3—}’0 TpoOr*—5 —m
+ 2 0’nG 2+ 0°rG 0’nG - 0°rG
g PG —r nGp, —r TG p,r 15 0TGP,y
1 nGpO) . 5
~ 210 r mt+00m)

Perturbatieve oplossing tot op eerste orde in 7>

:> restart
Opsplitsing van de nulde orde differentiaalvergelijking in het geval voor 7 < r; en dat voor r > 7.

> p = r—>p0;
P =1

> ODEI = diff ((0,,(r),r,7) + %diﬁ‘(¢0in(r),r) =4nGp(r)

d

) 2 (g 90alr) |
ODE1 ::dd—q) (r) + dr’—,*

I"Z in

> p=r—0;
p=r—0

> ODE2 = diff (¢0,,,(r),r,r) + %dlﬁ‘((poow(r),r) =4nGp(r)

e 2 [;7 ¢0m(r)j
ODE2 = —— ¢0, (r) + ————2-=0

[~ 501 = dsolve( {ODEI, ODE2), {0,,(r). 80,,,(r) }):
00, = unapply (rhs(sol[1]),7);
00, = unapply (rhs(sol[2]),7);
| 2nGp,r*—3 CI+3 C2r e

sol =190, (r) = £ p s ¢00m(r) = 3+ =—
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2nGp, P —3 Cl+3 C2r
0, =r— 0
Oy =1 3 r

¢0 =r—_C3 + ;?’

out *

| Berekening van de integratieconstanten uit de randvoorwaarden. _C3 blijft vrij.
> RVW = ¢0,,(r0) = ¢0, (10), D(q)()in) (r0) =D(¢00m) (r0), op( (1,11,
limit(D(q)Oin) (r), r= 0) ) =0;

2nGp,r0>—3 Cl+3 C20 6nGp,r0>+3 C2
RVW = 0 -+ 1 0
3 70 - r0 ° 3 70
2nGp,r0° —3 _Cl+3 _C2r0
_L Po — — :_—C4’ Cl=0
3 r0? 0% "~

> opl == solve({RVW ), {_CI, C2, C3, C4});
opl = {_Cl =0, _C2=_C3—-2nGp, r0?, C3=_C3, C4=- ;‘— nGp, 1’03}
=> sol == subs(opl, sol);
00, == unapply (rhs(sol[1]), r);
90, = unapply (rhs(sol[2]),7);
| 2nGpyrt+3 (L3 —2nGp,r0*)r
sol .=

r

| 2mGp,r+3 (L3 —2mGp,r0°)r 4 mGpyr03
= , 3— 5 ——— = (3
3 r 3 r
4 mGp,r0?
3 r
1 2nGp0r3+3(_C3—2nGp0ro2)r
00, =r— —
3 r
4 7'5Gp0r03
90, =r=>_C3 = = ————

_Opsplitsing van de eerste orde differentiaalvergelijking in het geval voor r <7, en dat voor r > r,.

> ODEI = diff (¢1,,(r), 7, r) + %dlﬁ’(qblin(r),r) ~ 90, (r) =0

d
2| o 9,(r) 2nGp, P +3( C3—2nGp,r0?
@ [dr in ) 1 2nGp,r (_ TG p,r )r7
ODE! = T o1, (r) + . 5 - =0
i . 2
> ODE2 = dzﬁ(wm(r),r,r) + Sdiff (01,,(r). ) = 90,,(r) =0
d
2| — ¢l (V)) G 03
- d2 5 ( dr out 4 T por _
ODE2:= =5 91,,,(r) + — St = 5 5 —— 2 =0
—> sol = dsolve( {ODEI, ODE2}, {q)]in(r), o1,.,(r) }),
01, = unapply (rhs(sol[1]), 7);
o1, = unapply (rhs(sol[2]),7);
1 nGpors— 10r3nGp0r02+5r37C3—307C4+307C5r
sol =191, (r)= 30 p 01, (1) =
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-3 _C34+6_C6+4nGpyr0®r2—6_C7r

r

L
6

1 nGpOVS—10r3nGp0r02+5r37C3—307C4+307C5r
ol =r—
30 g

7

1 —r37C3+67C6+4T:Gp0r03r2—67C7r
(p]()ut:: -

P
:Berekening van de integratieconstanten uit de randvoorwaarden. _C7 blijft vrij.
> RVW := ¢l (r0) =91, (r0), D(q)]in) (r0) =D(¢10m) (r0), op( [1,11],

Zimit(D(q)Iin) (r), r= 0) ) =0;

1 ~9nGp,r0°+5r0° C3—30_C4+30_C5r0
RVW = 30 0 =
| 103 G346 C6+4nGp,r0°—6 _C7r0
6 r0 ’
| —25mGpyr0* +15r0° _C3+30 _C5
30 r0
1 ~9nGp,r0°+5r0° _C3—30_C4+30_C5r0
- 30 70> -
1 310> C3+8nGp,r0*t—6 _C7
"6 r0
| 103 C34+6 C6+4nGpyr0°—6_C7r0
6 70? T

> opl = solve({RVW?}, {_C3,_C4,_C5, _C6,_C7});
opl = {7C3 = (3, C4=0, C5= C7— ;— T Gp, r0*, C6= 12—5 n G p, 103, C7 :7C7}
> 9l = unapply(subs(opl, ¢1in(r)),r);

Ol = unapply (subs(oph 01,,,(r) ). r);

1
o | TGP =107 mGp r0®+ 577 _C3 430 [_C7— 2—Tpo0r04) r
in "7 3

7

4
| G+ o nGpg 0+ 4Gy 0Pt =6 _C7r

¢l =r—- 6

r

[ De gevonden oplossingen tot op eerste orde in m?. Vergelijking met de hierboven ontwikkelde

exacte oplossing levert de exacte waarden voor _C3 en _C7 die niet konden worden bepaald met de
| perturbatieve methode. Ze blijken van de orde m te zijn.

> expand(simpliﬁ/(d)Oin(r) + m? o1, (r) + m* 02,.(r) ) );

series(expand(simpliﬁ/( subs( {_CS = g—Gﬂ: rg pom, _C7= 12—5}’3 n G pom}, %) ) ), m,
4):

s

2 1
3 TGp,r?+ _C3—2mGp,r0® + W;11211',Gp0r4—
1

+m? C7— 5 m* G p, r0* + m* 02,,(r)

L 22 IR T
3—mr1'po0r0 +6—mr_C3

i nGporZ—ZnGpOroz—i-%Gnrgpom—i- (%nGpor“

Lo 2
-3 nGp,r0
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— ;—nGporo“) m* + (g—ranrgp0+ lz—srgnGpoj m® + O(m*)

=> expand(simphﬁz((bOow(r) + m? o1,,(r) + m* 02,.,.(7) ) );

sen’es(expand(simpliﬁz[ subs[ {_CS = :—G T rg pom, _C7= 12—5r3 G pym }, %) ) ), m,

).

nGp,r0° m?n G p, r0°
7C3—:—7r0 +é—mzr27C3—%7’ﬂ0 —i—rmznGpOr03+m27C7
+m* 92 .(r)

4 wGp,r0? 4
_?70 +?Gnrgp0m+

r 3

( 2 71',Gp0r05 2
r 15T

- —Tpoor03rJ m* + [;—rzGTc

2
3Py + FrgnGpo) m* + O (m*)
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) = 0 voor een

compacte massa. De niet zichtbare code is identiek als het begin van het algemene geval in

document A.8

(m
uv

Maple code en output voor het oplossen van de dubbele perturbatie voor 7,

Document A.10
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wvmaquonowvuouommVHm>m|.Hn~ﬂ_w MAY
((x-0x)oeata’[T][L’T]D suba)ajetosT
t(pa-x)oprtstaeaHx (1) [L'Tlq d+(a-ox)apTsTtaeaH«(x) [[/T]ls d<-a=:[L'T]d
:(0x-x)opTsTtaeaHx () [L'T]lq o+ (a-0x)apTsTaeaHsx(x) [[/T]Ss™ OAluu.Hn~ﬂ_w
t(pa-x)osptstaeaHx (1) [L'T]lq p+(a-ox)apTsTtaearx(x) [L
:(pa-x)apTsTtaeaHx () [L'T]lq o+ (a-0x)apTsTaeanx(x) [L
: )IC
: v_n

uouaouuu~AAw

(px-x)oprsTtaeaHx (1) [L‘T]lq q+(a-0x)apTSTARSH (X
(0x-x)oprsTaeaHx (1) [[‘T]lq e+(a-0x)opTSTARSHx (X T
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— su=s 7 d
%uwek+am+m-\ ¢ w5 -

ﬁ$u SA+E—0¢ ﬁ$wmn|x+mlam
A1)t ; ol
0

(4

d’[z]lq_d_snda)eatosp)suyx’[z]lq_do=10_)sqns)Arddeun=:q_¢z_d

d/[z]ls d sNOmE)oaTOosp)syx’[zls do=10 )sqns)Aiddeun=:s g d <
“(4) ()P uea usfedoq]

a

19y BU UdINaqa3 sed J1p uey ‘proyyli[ayueyye- (v 9p sudTom Ieew N
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Lijst van figuren

Een schets van de geschiedenis van het universum. Met het expanderen van het univer-
sum wordt niet bedoeld dat de materie die in dat universum aanwezig is van elkaar weg
beweegt, maar veeleer dat het vacuiim waaruit het universum bestaat toeneemt. Dit fe-
nomeen valt te vergelijken met twee knikkers die door een elastiek met elkaar verbonden
zijn. Op het elastiek zijn afstanden aangeduid, het is dus geijkt. Rekt men nu het elastiek
uit, dan is niet alleen de afstand tussen de twee knikkers vergroot, maar ook de geijkte
afstanden werden beinvloed. © NASA . . . . . . . . . . . . . ...

De distributie van galactieén in ons universum. Gezien van op de aarde, die zich in de
top van de afgebeelde kegel bevindt, ziet het heelal er in elke richting hetzelfde uit. De
speciale structuur die te zien is heet het kosmisch web. © 2dFGRS . . . . . . . ... ..

De geobserveerde rotatiesnelheden van de Triangulum Galaxy (M33), één van onze
dichtste buren, vergeleken met de door de tweede wet van Newton voorspelde rotatie-
curve. De geobserveerde rotatiecurve gaat naar een eindige, positieve waarde, terwijl
verwacht zou worden dat de snelheden in de buitenste regionen van de galactie naar nul
zouden naderen. (© Sheffield PPPAGroup . . . . . . . . ... ... .. ... ......

De evolutie van de schaalfactor voor het Friedman- en het EBI-model voor o = 0.99. ©
M. Bafiados . . . . . ... e e e e

flk)yvoork €]l o0] . . L o L
r(k) voor sgnAg # sgnBy. Merk op dat het geval Ag = 0 ontaardt in een rechte. . . . . .

Rotatiecurves voor v., = 100 km/sen kg =1,5enko=5. . . . . . . . ... ... ....

De rotatiecurve (in km/s) van de Triangulum Galaxy (M33) voorspeld door het EBI-
model (rood) vergeleken met het Newtoniaanse resultaat (blauw). [ = 10° pc. Vergelijk
ookmetfiguur 1.3. . . . . . ...

De rotatiecurve (in km/s) van de Triangulum Galaxy (M33) voorspeld door het EBI-
model (rood) vergeleken met het Newtoniaanse resultaat (blauw), wanneer / van galac-
tische schaal is. / = 2-10* pc. Het EBI-veld heeft een duidelijk effect vanaf r ~ [. Let
wel, het is niet gegarandeerd dat de oplossing juistis voorr >1[. . . .. ... ... ...

Bovenste paneel: Het angulair powerspectrum C; van de kosmische achtergrondstraling
gemeten met de WMAP-satteliet (data-punten) en volgens het AEBI-model (volle lijn).
Onderste paneel: Het baryon powerspectrum P(k) voor het AEBI-model (volle lijn) sa-
men met data van de SDSS (data-punten). (©) M. Baifiados, P. G. Ferreira en C. Skordis

Het angulair powerspectrum C; (links) en het powerspectrum P(k) (rechts) van enkele
EBI-modellen (onderbroken lijnen) vergeleken met het best-passende ACDM- of AEBI-
model (volle lijn). ©) M. Banados, P. G. Ferreiraen C. Skordis . . . .. ... ......
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A.6

A7
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A9

Lijst van documenten

Maple procedures voor het berekenen van de Christoffelsymbolen, de Ricci-tensor en de Ein-
steintensor horend bij een bepaalde metriek, voor het berekenen van covariante afgeleiden, voor
het perturberen van vergelijkingen volgens een bepaalde variabele en het opstellen van de geper-
turbeerde vergelijkingen voor de actie (2.1). . . . . . . . . . ..o Lo oo
Maple code en output voor het berekenen en omvormen van de bewegingsvergelijkingen voor een
vlak, homogeen en iSOtroop UNIVErSUM. . . . . . .« . . o v v v v v v vt e e e e e
Maple code en output om aan te tonen dat K, = 0 als (2.41) gekozen wordt als nulde orde vorm

Maple code en output voor het berekenen van de eerste orde vergelijkingen (2.38)-(2.39), na de
nulde orde vorm voor g,y €n gy te hebben vastgelegd volgens (2.40)-(2.41). . . . . . . . . ..
Maple code en output voor het berekenen van de oplossingen van de eerste orde veldvergelijkin-
gen, zoals in document A.4 berekend, maar met % > 0, in functie van r en voor het berekenen
van de corresponderende massadichtheid. . . . . . . . ... o000 o000 0oL L
Maple code en output voor het berekenen van de oplossingen van de eerste orde veldvergelijkin-
gen, zoals in document A.4 berekend, maar met % >0, infunctievank. . .. .. ... .. ..
Maple code en output voor het berekenen van de integratieconstanten s, Ag en By en de asym-
potische rotatiesnelheid veo. . . . . . . L. L L Lo Lo
Maple code en output voor het algemeen oplossen van de dubbele perturbatie voor TLE'C’) =0 tot
aandeordes (I,1)en (2,0). . . . . . . . . oL e e
Maple document dat de perturbatief berekende oplossing voor een massief scalair veld dat kop-
pelt aan materie vergelijkt met de exacte oplossing om meer te weten te komen over de in de
perturbatieve methode vrij gelaten integratieconstanten. . . . . . . . . . . . .. ... ...

A.10 Maple code en output voor het oplossen van de dubbele perturbatie voor TLE'f) # 0 voor een

compacte massa. De niet zichtbare code is identiek als het begin van het algemene geval in
document A8 . . . . . ... e
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